oe ae 8 Rr Tiere ae Ty 


EDWIN M,. BLAKE, 


BROOKEY NTN aa 


Digitized by the Internet Archive 
in 2022 with funding from 
Kahle/Austin Foundation 


https://archive.org/details/traitedesfonctio0000ghha_e2w2 


TRAITE 


FONCTIONS “ELLIPTIOLES 


APPLICATIONS. 


TRAITE 


DES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES 


ET DE 


LEURS APPLICATIONS, 


Par G.-H. HALPHEN, 


MEMBRE DE 1’INSTITUT. 


PREMIERE PARTIE. 


THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES ET DE LEURS DEVELOPPEMENTS 
EN SERIES. 


PARIS, 


GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 
DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE, 


Quai des Augustins, 55. 


1886 


(fous droits réservés. ) 


PREFACE. 


Dans le domaine des Mathématiques pares, on peut distinguer 
deux parties : Pune, la plus élevée, qui s’augmente constamment, 
presque toujours par degrés insensibles, ne regarde que les ma- 
thématiciens ; l’autre, longtemps immuable, s’accroit brusque- 
ment, a des intervalles éloignés, par l’adoption de quelque théorie 
nouvelle: c’est la matiére de l’enseignement, ce que doivent re- 
tenir et sayoir appliquer tous les hommes qui s’adonnent aux 
sciences exactes et, sans cultiver les Mathématiques, ont toujours 
besoin de les connaitre. 

Dans laquelle de ces deux parties faut-il aujourd’hui ranger les 
fonctions elliptiques? Partout on les enseigne; seuls les mathéma- 
ticiens savent s’en servir. Elles traversent, semble-t-l, une pé- 
riode de transition. C’est avec l’espoir de hater la fin de cette pé- 
riode que j’al entrepris cet Ouvrage. 

Trois Volumes, dont voici le premier, contiendront a peu prés 
complete, je l’espére, la théorie des fonctions elliptiques, avec ses 
principales applications, au point ot l’on est aujourd’hui parvenu. 
Mais, en offrant au lecteur le moyen de s’instruire complétement 
dans cette partie des Mathématiques,j’ai voulu lui permettre de gra- 
duer son instruction. J’ai donc réservé pour le troisiéme Volume 
ce qwil ya de plus abstrait, la théorie de la transformation, les 
applications a l’Algébre et a l’Arithmétique supérieure ; cette 


partie ne regarde que les mathématiciens, et les travaux inces- 
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sants dont elle est actuellement Vobjet prouvent qu'elle mest pas 
encore parvenue a laderniére perfection. 

L’étude des sept premiers Chapitres, Ja moitié du premier 
Volume, suffira pour connaitre les fonctions ellipliques aussi 
complétement qu’on apprend la Trigonométrie dans les cours élé- 
mentaires, pour comprendre les applications a la Mécamique, a la 
Physique, ala Géométrie, au Calcul intégral. 

Ces applications sont nombreuses déja, toutes d’une grande. 
importance, comme l’attestent les noms des géometres qui les ont 
faites, Gauss, Jacobi, Lamé, Hermite, pour ne citer que les plus 
célébres. 

C’est a rendre ces applications facilement accessibles que je me 
suis surtout attaché, et l’on ne devra pas s’étonner de me yoir, en 
maint endroit, insister sur des détails qui ne semblent point d’abord 
intéresser la théorie générale: la meilleure théorie n’est-elle pas 
celle qui s’applique le mieux? 

Les applications auraient pu, au moins en grande partic, étre 
placées dans la seconde moitié de ce premier Volume. Je les ai 
remises au second, qu’elles rempliront entiérement. Il a paru pré- 
férable de compléter celui-ci par exposé des divers modes de dé- 
veloppement des fonctions elliptiques en séries. C’est une théorie 
dont la connaissance constitue un second degré d’instruction, mais 
qui, répétons-le, n’est pas indispensable, pas plus que la connais- 
sance des développements en séries n’est jugée nécessaire pour 
apprendre et appliquer la Trigonométrie. Toutefois, comme Pun 
des modes de développement, particuli¢rement célébre, a une 
grande importance pour les calculs numériques, je l’ai exposé a 
part, dés le Chapitre VII, offrant ainsi au lecteur l'occasion d’ac- 
quérir facilement, par la connaissance des séries de Jacobi, ce qu’sl 
y a de plus essentiel dans la seconde partie de ce Volume. 

Les mathématiciens verront sans doute avee étonnement que, 


ne prenant pas les séries pour point de départ, je n’emploie pas 
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cependant les intégrales imaginaires et les éléments de la théorie 
générale des fonctions, si propres 4 simplifier l’exposition directe. 
Les procédés dont je fais usage, plus élémentaires, répondent 
mieux, je crois, a lidée d'instruction graduelle, qui m’a servi de 
guide. Ea rejetant a la fin du Volume I’étude des liens étroits 
qui unissent les intégrales imaginaires et les fonctions doublement 
périodiques, j’ai sacrifié l’élégance a l’utilité. Si j’ai été entrainé 
par la, notamment dans les Chapitres V et VI, a quelques lon- 
gueurs, il ne faut pas trop le regretter : les détails qu’exige unique 
considération des intégrales réelles sont, de toute facon, néces- 
saires}; si, en se servant d’abord des intégrales imaginaires, on les 
évite dans la théorie générale, on est tenu de les aborder ensuite 
pour certaines applications. Sur ce point donc, je demande aux 
mathématiciens leur indulgence provisoire, jusqu’a la publication 
du second Volume. Is pourront alors juger si le mode d’exposi- 
lion, adopté spécialement pour rendre les applications faciles, ré- 
pond, autant que je le crois, au but proposé. 

Les notations employées dans cet Ouvrage sont celles de 
M. Weierstrass. La préférence qu’il faut leur accorder sur les no- 
Lalions primitives n’est pas contestable. Pour les applications, elles 
conslituent un trés grand progrés, grace surtout a l’avantage de 
fournir, dans l’inversion des intégrales elliptiques, les mémes for- 
mules, quel que soit le nombre des racines réelles du polyndme 
placé sous le radical. Ce n’est pas seulement parla que M. Weier- 
strass a innové dans la théorie des fonctions elliptiques, comme on 
peut le voir dans les quelques feuilles, trop concises, publiées, 
d’aprés ses Lecons, par M. H.-A. Schwarz avec un soin extréme- 
ment remarquable. Je n’ai pas manqué de consulter cette publica- 


tion et d’y prendre un grand nombre de formules. 


Tout en adoptant les notations nouvelles, je fais connaitre, dés 
le début, les anciennes. En apprenant ici les fonctions ellipuques, 


on n’aura pas a craindre de ne pouyoir lire les Ouyrages ou les 
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Mémoires écrits avec les notations primitives, qui, a défaut d’au- 
tres titres, ont celui d’avoir servi & Legendre, Abel, Jacobi et 
4 notre contemporain M. Hermite. 


Dans le cours de ce Volume, on trouvera rarement cilés les au- 
leurs A qui sont empruntées les idées ou les démonstrations. Je 
n’aurais rien ajoulé a la gloire des géométres que je viens de 
nommer en répétant leurs noms 4 chaque page. J’ai cru mieux faire 
en composant un apercu historique sur les fonctions elliptiques, 
ot chaque progrés, mis a sa place au point de vue de importance 
et de l’époque, apparait dans son yrai jour. Mais cet apercu ne 
peut étre uuile qu’aux personnes déja versées dans la théorie; il 
lerminera le troisiéme Volume et contiendra les indications néces- 
saires pour que le lecteur retrouve aisément dans le cours de 
VOuvrage les théories, dont il connaitra déja le sens, et dont lhis- 
toire lui sera alors présentée. 

Des amis dévoués, MM. Alfred Collet et Charles Brisse ont pris 
la peine de lire les épreuves et m’ont prété un bien utile et bien 
gracieux concours; notre célébre imprimeur-¢diteur, M. Gauthier- 
Villars, aprés avoir accueil cette publication avec un empresse- 
ment que je ne saurais oublier, lui a prodigué tous ses soins, au 
dela, sans doute, de ce qu'elle méritait. Seul, on le voit, je suis 
responsable des fautes qui subsistent. Mais le public d’élite, au- 
quel s’adresse cet Ouvrage, saura bien discerner que j’ai voulu seu- 
lement étre utile et me pardonnera, sans effort, toutes les imper- 
fections qu il serait en droit de me reprocher, si mon livre avait 


des prétenuions plus hautes. 
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THEORIE. 


CHAPITRE I. 


FONCTIONS ELLIPTIQUES A DISCRIMINANT POSITIF, 
AVEC UN ARGUMENT REEL. 


Amplitude. — Modules. — Définition de K. -- Fonctions elliptiques; argument. — 
Périodicité. — Argument4hk. — Addition de la demi-période. — Dérivées. — 
Dégénérescence des fonctions elliptiques. — Addition des arguments : théoréme 
de Jacobi. — Digression sur les polygones de Poncelet. — Construction pour 
Vaddition des arguments. — Formules d’addition. — La fonction pw. Sa défini- 
tion déduite de celle de snu. — Invariants g,, g,; discriminant A. — Les ra- 
cines @,, @,, €,. — La période 2m. — Dérivées de pu. — Dégénérescence de pu. 
— Homogénéité. — Addition des arguments. 

Amplitude. 


Soient un cercle et un point C, intérieur a ce cercle. Par le 
point C on mene des cordes du cercle et, sur chacune d'elles, on 
porte, a partir du point C, de part et d’autre de ce point, une lon- 
gueur inversement proporuonnelle a Ja racine carrée de la corde. 
Le lieu de Vextrémité du rayon vecteur, ainsi obtenu, est une 
courbe (C) qui va servir a la définiuon des fonctions elliptiques. 

Désignons par M et M’ les extrémités d’une corde, par N et N’ 
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les extrémilés, symétriques par rapport au point C, des rayons 
vecteurs correspondants. La courbe est fermée et convexe; elle 
a pour axes de symétrie et pour diamétres minimum et maximum 
le diamétre N, N’,, correspondant a Ja corde MyMj{ passant par le 
centre du cercle, et le diamétre perpendiculaire N,N’. 

On conviendra de considérer comme se correspondant sur la 
courbe et sur le cercle les deux points qui, sur une méme droite 
issue du point C, sont situés d’un méme coté par rapport au 


Fig. 1. 


point C, Ainsi, sur la figure, M et N se correspondent entre eux; 
M’et N’, My et No, ... sont des couples de points se correspondant. 

Pare d’un secteur de la courbe, limité par deux rayons 
vecteurs tssus du point C, sera comptée positivement dans un 
sens de rotation déterminé, et négativement dans le sens opposé. 
(Une fléche marque sur la figure le sens choisi pour les aires posi- 
tives.) Le rayon CN,, dont l’extrémité No correspond au point 
M, du cercle, le plus éloigné de C, est celui a partir duquel on 
comptera les aires. Si le rayon mobile CN, tournant dans le sens 
positif, aprés avoir décrit un tour entier, continue son mouvement 
dans le méme sens, l’aire sera considérée comme croissant tou- 
jours, dépassant ainsi l’aire totale de la courbe; elle peut croitre 
ainsi sans limite. De méme, si le rayon mobile tourne dans le sens 
négalif, la valeur absolue de l’aire négative peut croitre sans 
limite. Par cette convention, Vaire d’un secteur, limité par le 
rayon initial CN, et par un rayon mobile CN, est une variable qui 
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peut prendre toutes les valeurs depuis —c jusqu’a+o, et qui 
varie d’une maniére continue avec le rayon CN. Ilen est de méme 
pour Dare décrit sur le cercle par le point M qui correspond a 
Vextrémité N du rayon vecteur. Cet arc étant complté comme ona 
Vhabitude de le faire en Trigonométrie, avec le point My, pour ori- 
gine, est nul en méme temps que l’aire variable et croit ou dé- 
croit avec elle sans limite. D’aprés les conventions faites, l’aire 
N,CN et Varc M,M sont deux variables, dont chacune est une 
fonction continue de l’autre. De plus, 4 chaque valeur de la va- 
riable correspond une valeur, toujours unique, de la fonction. 
Soient 
R le rayon du cercle, 
6 la distance OC du centre de ce cercle au point C, 
¢ une longueur arbitraire. 


Le rapport constant du rayon vecteur CN a linverse de la racine 


carrée de la corde sera exprimé par J\/2(R + Bo prbtery mul 1) pypboiirn 


= »(R+ 6) 
on = 14/20). 


On désignera par u le rapport de L’aire variable au carré /? : 


aire No CN 
Poem rose 


Soit encore 9 la moitié del’angle au centre M,OM, compté comme 
Yarc M,M. Cette variable ¢ est une fonction de w, continue et 
déterminée sans ambiguité pour toutes les valeurs de w; elle est 
désignée par Ja notation 
aa 
$M,OM=o= amu, 


que l’on énonce amplitude de u. 


Modules. 


Dans le cas particulier ott le point C se confond avec le centre 
du cercle, la courbe se réduit elle-méme a un cercle, de rayon J, 
et la fonction amwz est simplement wv. Dans le cas général, amu 
différe d’autant plus de wu que Vexcentricité de la figure est plus 


4 PREMIERE PARTIE. —~ THEORIE. 


erande. Cette excentricité, élément essentiel de la définition, sera 
représentée par un nombre k, nommé module. On considére aussi 
un autre nombre analogue ’, nommé module complémentaire : 


Ré Ree 
Re LL ee 
R+0 


Ces deux quantités k et k’ sont, comme on voit, toutes deux 
comprises entre zéro et unité. 

Quand il est nécessaire de rappeler le module de la fonction 
amu, on écritam(w,/) au lieu de amu. 


Définition de K. 
Le rapport de aire totale de la courbe au carré ( sera désigné 
par 2K. D’aprés les définitions, ona 


amon. 07 


am2K=r7, 
() ; 
am(2K+u)=7-+ amu, 
am(— wv) =— amu. 


Kt encore, la demi-aire de la courbe répondant au point Mi, 


(2) amK = 


via 


Fonctions elliptiques ; argument. 


Les fonctions elliptiques de la variable uw sont au nombre de 
trois, A savoir le sinus et le cosinus de amwz, et la distance du 
point C au point M,*qui correspond a la variable wu sur le cercle” 
cette distance étant rapportée a sa grandeur initiale prise pour 
unité. Ces trois fonctions seront désignées par les notations snw, 
cnu, dnu, et Von appelle wu largument de ces fonctions 


snu = sinamu, 
cnu= cosamu, 
CM CM 


lnu = —— = . 
dnu CM, Rad 


Dans le langage habituel, on énonce successivement les trois 
lettres ise, 20556. 7H MU nO aston 
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Sur les deux premiéres la Trigonométrie nous fournit les rensei- 
gnements suivants, d’aprés (1) et (2) : 


/ sno =o, ONO i, 
SNOIN = Oe cnak =—1, 
133) sn(2K-+u)=—snu, cen(2K+u)=—cnu, 
sn(—w) =—snu, en(— u)=cnu, 
SHI Si Cn ==0. 


Elles sont comprises entre — 1 et +1 et satisfont a la relation 


Ch sn?u+cn?u=—1. 
4 


Quant a la fonction dnvw, elle est, par définition, toujours posi- 
tive; son maximum est l’unité et correspond a la droite CM); son 


t 


minimum correspond a CM); il est égal aX’: 


dno 1,5 dna kv—ir, 
dn(2Kk + wv) = dnu, 
dn(— uw) =dnu, 
dink. 


: | 
(9) 
| 


, ey ae 1 < ae , Be x z ] nee | : 
a Cl = é 
L’angle CM,M est éga 45 —¢; son cosinus est done égal 4 


snu; de plus, la corde MyM a pour expression 2Rsing, c’est 
a-dire 2Rsnu. Done la relation fournie par le triangle CM, M (‘), 


Ea, ‘ 3 pee 
61\) Be CMo 45 MMy —2CM,).MM> cosUM,M, 


se traduit en celle-ci 


D’aprés la définition du module /, on a donc 
(6) dn2u + k? sn2u=1. 


En éliminant sn2wu entre (4) et (6), on a cette autre analogue 


J 
I AS 
) =, dn?u — —. cn?u=1. 


( k2 k'2 


NI 


(*) Ici west supposé entre zéro et K; mais, d’aprés (3) et (5), si lon change wu 
en 2mK-—Eu, m étant un nombre entier, la formule (6) reste inaltérée: elle est 
donc entiérement générale. Méme observation pour la formule (8@) de la page 7. 
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Quand il y a lieu de rappeler le module /, on écrit sn(w, &) au 
leu de snwz, et ainsi des autres. 


Périodicité. 

Les trois fonctions elliptiques sont périodiques; les deux pre- 
miéres ont la période 4K, la troisi¢me ala période 2K. Néanmoins, 
on appelle 2K la période. En l’ajoutant al’argument wv, on repro- 
duit les fonctions sn et cn changées de signe. La période joue le 
méme role ici que x en Trigonométrie. La quantité K est la demr- 


période. 
Argument }K. 


La fig. 1 fournit encore le renseignement immédiat suivant : 


K CM, YR?—2? | pa a 
tet = meee a Vereere a © 


et, par suite, d’aprés (4) et (6), 


Addition de la demi-période. 

Par suite de la symétrie qu’offre la courbe, toute droite passant 
par son centre C la partage en deux parties d’aires égales. Soit u 
Pargument qui correspond aun point N de la courbe; au point 
N’, symétrique de N par rapport 4 C, correspond l’argument 
u-+K. La propriété du cercle, exprimée par l’égalité 


oe CM.CM' = R?— 8, 
fournit donc celle-ci 


(R+ 6)? dnu dn(u+ K) = R?— 0? 


ou, d’aprés la définition du module complémentaire kX’, 


kK 
8 ee 
(8) dn(u-+ K) Ah 


Dans le triangle CM)M, on a déja observé que l’angle en My est 


a 


5 — $3 son sinus est done enw. L’angle en M est le supplément 
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de la moitié de Vangle mesuré par Pare de cercle MyM’ dans le 
sens posiuif. Cette moitié est, suivant la définition, amplitude 
correspondant au point N’, c’est-a-dire am(w + K). Le sinus de 
Pangle en M est donc sn(w-+-K). La proportionnalité des sinus 
aux cOtés opposés, dans le triangle C MyM, fournit donc la relation 


CM cnu 


CM, sn(u+K) 


t On . Riise: . A 
Par définition, le premier membre est précisément dnw. Ainsi 


cnu 


(8 @) sn(u+K)= 


dn wu 


Changeant, dans cette derniére relation, wen uv + K, remplacan! 
sn(w-+- 2K) par —snu, et dn(w+K) par l’expression qu’on 
vient de trouver, on obtient 


(8b) Se ied ont eee 


dnu 


Changeant wen — u dans les trois relations (8), (8a), (86), ona 


k' 
| 1 = Caer by J 
ox ee dnu 
J cnu 
sn(K —u)= ne 
ck ay = Hee 


Pour le calcul des fonctions elliptiques, ces trois relations, 
jointes a (4) et (5), permettent de ramener l’argument a étre tou- 
jours compris entre zéro et $K, comme, en Trigonométre, l’angle 


peut toujours étre ramené entre zéro et - pour le calcul des fonc- 
4 
tions circulaires ('). 
Dérivées. 


Soit 4 l’angle du rayon vecteur CN avec le rayon initial, angle 
compté dans le sens positif; la dérivée de Vaire de la courbe, par 


(‘) Dans les Fundamenta nova de Jacobi et beaucoup d’ouvrages subséquents, 
K —u est appelé Vargument complémentaire; son amplitude est appelée la 
coamplitude de u, en sorte que sn (K — w) et en (K —w) sont dénotés sin coamu, 
cos coamw; quant a dnu et dn(K — w), ils sont dénotés par Aamu et Accamu. 
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nN x 2 \ r Sree y) es Peete So 
rapporta 4, est £CN . D’aprés la définition de w et l'expression du 
rayon vecteur CN, on a done 


du R= 6 


dad) MM’ 


Soient 9 et 9! les demi-angles 41M,OM et 4M,OM’ comptés 


Rico. 
ie ee My 
y, oa M 

Ve eo 

Sea 
f oe 
| ie 
ZN 
| Ze | 
| Lt a 0 he 


dans le sens positif, on a, d’aprés les propriétés du cercle, 


9 = }(29+29'—7) 


-G 


el, par conséquent, 


a) = do + de’. 


Soit maintenant un second rayon vecteur CN,, coupant le cercle 
au point M, qui correspond a N,, et au second point M’. On a 
la relation 

MM, cM . 


wi, CMI? 


dou, si M, est infiniment voisin de M, 


do CM 
do’ CM” 
do+ds' MM’ MM’ 
de CM (R+6) dnu 


Mais les précédentes donnent 


du _R+6 
do+do'~ MM’ ; 
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Multipliant membre & membre ces deux derniéres et remplacant 
9 par amw, on a donc 


damu 
——— =dnu. 
du 
De la résulte 
d snu dsinamu d amu 
- = = cnw dn, 
du damu du 


denu  dcosamu damu 


== = =— Sn ohn, 
du d amu du 


Enfin, en prenant les dérivées dans la relation (6), 


d dnu , d snu 
dnu —-— +k? snu —— =o, 
du du 
d dnu 
2 SS = GN, CNEL 
du 


Ainsi, en résumé, les dérivées des trois fonctions s’expriment 
chacune par le produit des deux autres fonctions, sauf un facteur 
constant : 


d 
— snu—cnu dnu, 
du 
(9) me 

== (ONG) = Sahn Sine 

9 du y 
d 
dna —— hk saw enw. 
du 


Dégénérescence des fonctions elliptiques. 


Quand le module & se réduit a zéro, on a vu, par la définition, 
que la courbe (C) se réduit a un cercle de rayon 2; amu se réduit 
A u,snu et cnuwasinu et cosu, et dnu da Vunité. Quanta 2K, 
rapport de l’aire totale de la courbe (C) au carré /?, cette quan- 

Pa. : lei oe 4 ee 
tité devient ~; ainsi K se réduit a oe 


Voyons maintenant ce qui se produit quand k devient égal a 
Vunité. A cause des relations 


dn?u=1—k? sn2u, cn?u=1—sn?u, 


. Ae . p) 
qui coincident alors (k =1), dnw et enw ne forment qu'une seule 
et méme fonction, tant que w reste compris entre — K et K, hi- 
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mites dans lesquelles cnu est positif. Les équations différentielles 
(g) deviennent donc 


d 8 d 

— snu=cn?u, = cnu=—cnusnu. 

du du 

De la résulte 
d snu cn2u -+ sn2u I 
- aes = —» 

du cnu chu cnu 
Gi sn u 


du cnu cnu 
5. so BING - pa P | , 
Ainsi == etant, dési ger |) OeNe 4 —— yar 2, ona 
ro) ? ) 
cnu cnu 


dy dx 
SL sep SS Sy 
du » du 
En outre, pour u = 0, on doit avoir y =0, £ =1. Ces condi- 
tions initiales déterminent completement x, y ainsi: 


2 =4er+e"), y=4(er—e-¥), 


Donc, lorsque x se réduit 4 l’unité, les valeurs limites des fonc- 
tions elliptiques sont 


eu— eu 2 
Kk=1, snu = ———_, cnu=dnu = ———, K=o. 
eu = eu eu + eu 


BY 


La restriction faite tout 4 l’heure, exigeant que w soit entre 
—KetK, disparait; car expression de cnu montre que cette 
fonction ne devient jamais nulle; c’est qu’effectivement K est de- 
venu infiniment grand. On le voit bien sur la fig. 1. Le point C 
est sur la circonférence du cercle; la corde CM, devient nulle, et 
le point N, s’éloigne indéfiniment. 


Addition des arguments. Théoréme de Jacobi. 


Dans Vintérieur du méme cercle O que précédemment, consi- 
dérons (fig. 3) un second cercle c, ayant son centre ¢ sur le rayon 
qui contient déja le point C. Sur le cercle intérieur c, prenons le 
méme sens de rotation que sur le cercle O, et, en chaque point T 
du cercle c, menons la tangente dans le sens opposé a celui de la 
rotation positive. Cette tangente, ainsi dirigée, rencontre le cercle 
extérieur en un seul point M, correspondant a T. 
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’ x , x 2 , i 7 f * [ 
D’aprés un théoréme (1) de Géométrie élémentaire, si trois 
cercles ont, deux a deux, un seul et méme axe radical, les tan- 


: , ) . 
gentes menées d’un point quelconque de Vun d’eux aux deua: 
autres ont leurs longueurs dans un rapport constant. Prenons 


le cercle ¢ de telle sorte qu’il ait avec le cercle O l’axe radical 
commun a ce dernier et au point C. S’il en est ainsi, et T, dési- 
gnant le point correspondant, sur c, au point initial Mo, on aura 


mel we 
Tevg Mie 6 > 
Pour construire la courbe (C), employée précédemment, nous 


avons porté, a partir de C, sur CM la longueur 


2.CMo 
CN / MM’ — 


Soit M” le second point de rencontre de TM avec le cercle. 
Portons de méme sur la tangente TM, a partir de T, la lon- 


i@ 2.T)Mo 
7 y/o, 


(*) Qui se démontre ainsi: soient en coordonnées rectangulaires A = 0, B=o0, 
C =o les équations des trois cercles. La communauté de I’axe radical s’exprime 
par Videntité A=AB+ pC, d et p étant des constantes. D'ailleurs B et C sont 
les carrés des longucurs des tangentes menées d’un point aux cercles B=0, C=o0. 
Si donc ce point est sur le cercle A = 0, l’égalité B: C= — p: dA prouve le théo- 
réeme. 


gueur 


2, PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


mais en ayant soin de la porter seulement dans un seul sens, celui 
méme de TM. Le lieu du point 7, soit la courbe (c), est fermé et 
convexe. Cette courbe est extérieure au cercle c. 

Considérons l’aire comprise entre le cercle c et la courbe (c), a 
partir de la tangente Ty 79, et décrite par une tangente mobile Tn 
tournant autour du cercle. Avec les mémes conventions qui ont été 
faites relativement a la courbe (C), cette nouvelle aire prend toutes 
les valeurs depuis — oo jusqu’a +00. L’aire (c) décrite, a partir 
de Ty mo, par une tangente mobile TM correspond, en yertu des 
conyentions et sans aucune ambiguité, avec laire (C) deécrite 
par le rayon vecteur CNM correspondant. Ces deux aires sont 
nulles ensemble. Il va étre démontvé qu’edles sont équivalentes. 

Soit 

— airenoT) Tn 
ee. Rael Gata. 


Soit aussi 4, angle de TM, compté dans le sens convenu, avec 
CM). La dérivée de la nouvelle aire, par rapport a 9,, est ici encore 
Sameoe 
oul Aye 
Donc 
du, es We Mo 


do), MM" 
ae " ee ap 
Désignant encore par 29 et 20” les angles MOM, et M’OM,, 
on a, exactement comme dans le cas de la courbe (C), 


da), = do + dg’, 
dy TM 4d), MM" 


dp" TM"’ do TM 
De la résulte semblablement 


dg _™ _, 
die eT er ke 
et, puisque Pon a 


de 
a = clingy 
du : 
il en résulte 
du, : 
Set Ch wi Sues 
du : d 
car uw, est nul avec wu. 


Par le point M", menons maintenant la seconde tangente M'T’ 
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du cercle c. Son point de contact T” est celui qui correspond a 
M", d’aprés les conventions. Mais, les deux tangentes M'T et M’T’ 
élant égales, la relation 

dy TM 

de’ ~ TM" 


donne celle-ci 


do dy" 
TM "CoM" 


Soit w” Vargument qui correspond a M", comme w correspond a 
M; ona 


de du do" du" 


TM aat,Ma: SNe TS My. 


Par suite 


aw—du. 


Dans le cas de la courbe (C), oti le cercle c se réduisait au point 
C, le point M” était remplacé par M’, et l’égalité du = du! avait 
lieu aussi. Il n’en a pas été parlé; car il était alors évident, a 
cause de la symétrie de (C), qu'on a 


it ZS Wh A= Ko, 


[ci la différence w’— u est encore constante; mais cetle constante 
nest plus égale 4 K. Ul suffit d’envisager la position initiale de la 
tangente M, TM), pour reconnaitre que cette constante est l’ar- 
gument w, qui correspond au point M). Par conséquent : 


Sic est un cercle intérieur au cercle O, ayant avec ce dernier 
et le point CG méme axe radical, et quwon méne dans le cercle 
O une corde variable MM" tangente au cercle c, les deux 
points M et M" correspondent a des arguments u et u" dont la 
différence est constante. 


Ce théoréme est da a Jacobi. 

Au lieu de porter les longueurs Tr sur les tangentes dans le 
sens opposé a celui de la rotation positive, on peut les porter dans 
le sens de cette rotation; alors le point M, est au-dessous de la 
ligne des centres, et w, est supéricur a K. 
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Digression sur les polygones de Poncelet. 


Supposons qu’un triangle de sommets MM,Msz, placés dans 
cet ordre pour le sens de rotation positif par exemple, soit tnscrit 
dans le cercle O et circonscrit au cercle c. Les arguments des 
trois sommets seront successivement u, u+ uw, U+2U), et, 
puisque la corde M,M est encore tangente au cercle c, Vaire de 
la courbe est décrite complétement, et l’argument qu’on obtient 
en reyenant au point M a les deux expressions 


wt+2K et u+3u). 
Done 
ji 2K 
uy=>-: 
Ainsi le cercle ¢ n’est pas un quelconque de ceux qui ont, avec O, 
l’axe radical donné. Il est déterminé par cette condition que le 


. rw , a 2K | r = 
point M', réponde a argument = Cela étant, chaque point M 


du cercle O sera un sommet d’un triangle inscrit au cercle O et 
circonscrit au cercle c. 

Au lieu d’un triangle, supposons un polygone de p cétés, inscrit 
dans Oet circonscrit a c. Admettons, en outre, que ce polygone, 
s'il est étoilé, se recouvre lui-méme qg fois (¢ =1 pour un poly- 
gone convexe). Siu est l’argument du premier sommet, on retrou- 
vera, aprés avoir décrit le polygone dans le sens positif, pour 
nouvelle détermination de cet argument, les deux expressions 


u+e2gK etu+t pu. Donec ui, = De la le théoréme de 


Poncelet: + 


St deux.cercles sont, Vun inscrit, autre circonscrit a un 
polygone fermé, tl existe une infinité de polygones, ayant 
pareil nombre de cétés, a la fois circonscrits au premier cercle 
et inscrits dans le second. 


Construction pour laddition des arguments. 


Sur le cercle O (fig. 4), prenez le point A répondant a lVargu- 
ment a, et tracez le cercle c, tangent 4 M)A, ayant avec O l’axe 
radical donné, et intérieur a O, ce qui se peut faire d’une seule ma- 


CHAP. I. —— FONCTIONS ELLIPTIQUES A DISCRIMINANT POSITIF. 15 


miére ('). Prenez le point B répondant a l’argument b, et menez, 
par ce point B, Pune des tangentes au cercle c, savoir celle qui 
du point de contact au point B est dirigée dans le sens négatif ou 
dans le sens positif, suivant que A est au-dessus ou au-dessous de 
la ligne des centres (sur la figure, A est au-dessus, et la tangente 


SB est dirigée de 5 vers B dans le sens négauf de rotation). Pro- 
longez cette tangente jusqu’a la seconde rencontre en D avec le 
cercle O. Le point D répond a Vargument (a+b). C'est, en 
effet, ce quindique le théoréme de Jacobi. Les lettres A, B, D, 
b, aremplacent ici Mj, M, M", u, wu). 

La représentation de amw par un point M ducercle O renferme 
un défaut : un méme point M correspond a tous les arguments 
qui different par un multiple guelconque de 2K, tandis que snu et 
enw restent inaltérés seulement quand on ajoute a l’argument un 
multiple pair de 2K. En second lieu, Vargument uw), désigné 
maintenant par @, est supposé, d’aprés l’analyse précédente, com- 
pris entre zéro et 2K. Quand, tout a lheure, nous passerons de 
la construction aux formules, il faudra avoir égard a ces circon- 
stances. Mais, sur la figure, ces circonstances n’ont aucune in- 
fluence; elle reste inaltérée quand on attribue a Pargument d’un 


(*) Prolongez M,A jusqu’a la rencontre avec l’axe radical en R; par R menez 
la tangente au cercle O, et prenez, a partir de R, sur RAM,, du cété ot se 
trouve A, une longueur égale a cette tangente. Vous obtenez le point de contact 
du cercle c. 
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point, sur le cercle O, des valeurs qui different par un multiple 
quelconque de ak. 

La construction précédente, dissymétrique par rapport aux 
arguments @ et b qu’on additionne, peut ¢étre faite aussi dans 
Vordre inverse; le résultat ne sera pas changé. Par conséquent, 
sil’on méne le cercle c,, tangent A M,B, toujours intérieur a O 
el ayant avec O l’axe radical donné, et qu’on méne par A la 
tangente ace cercle c,, en observant les mémes conventions que 
précédemment, celte tangente passera au point D. On aura ainsi 
un quadrilatere My ADB dont deux cétés opposes M,A, DB sont 
tangents au cercle c, et les deux autres My B, AD au cercle c,. De 
la un théoréme de Géométrie élémentaire ('), 

Le point D représente la somme des arguments représentés par 
A et B. Par suite, A représente la différence des arguments relatifs 
a’ D et B. On a donc encore une liaison analogue entre les points 
D, A et le point B’ symétrique de B par rapport a la ligne des 
centres; ce point représente, en effet, l’argument —b : étant 
tracé le cercle c,, tangent a M,D, et étant menée a ce cercle, par 
le point B’, la tangente d’aprés les conventions admises, cette tan- 
gente passe au point A. Si, de méme, par le symétrique de A, on 
menait la tangente a c,, cette droite passerait au point B. 


Formules d’addition. 


Une seule équation suffit évidemment a traduire la relation qui 
existe entre les trois points A, B, D; par conséquent aussi a four- 
nir les trois formules d’addition pour les trois fonctions elliptiques. 
C’est ce que rend évident la considération des égalités 


smau+cn?u=1, dn2u+ A? sn2?u=1; 


Vou lon peut turer deux des fonctions quand on connait la troi- 
sieme. Mais, en suivant la voie qui s’indique ainsi, on introduirait 
des ambiguités avec les radicaux. Pour les éviter, nous conclurons 
des constructions ci-dessus trois égalités. 

Afin de faire disparaitre toute incertitude, supposons d’abord 


(*) Un quadrilatere étant inscrit dans un cercle O, si l’on méne un cercle ¢ 
tangent a deux cdtés opposés, et un autre cercle ¢c, tangent aux deux autres 
colés, ayant, en outre, son centre en ligne droite avec les centres des deux 
autres cercles, les trois cercles ont, deux a deux, méme axe radical. 
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a et b compris, tous deux, entre zéro et K; alors d=a-+b sera 
entre zéro et 2K. (Dans la figure, d est entre K et 2K.) Les am- 
plitudes de a, b, dsont, toutes trois, comprises entre zéro et 7; 
leurs sinus, c’est-a-dire sna, snb, snd, sont positifs. Comme 
V'amplitude de a est le demi-angle mesuré par l’arc My A, ona 


2Rsna=M,A; 
chaque fonction sn est représentée ainsi par une corde. 

On devra se souvenir aussi que la fonction dn est toujours posi- 
tive. Pour chaque cercle, tel que c, dnwu est le rapport des tangentes 
menées a ce cercle du point qui représente w sur le cercle O, et 
du point Mo. 

Marquons le point de contact de chacune des tangentes précé- 
demment menées aux trois cercles ¢, ¢,, C2, et par le moyen de 
ces tangentes exprimons, de toutes les maniéres possibles, dna, 
dnb, dnd. Des égalités ainsi obtenues, nous tirerons les formules 
cherchées. 

A chaque cercle, on a mené deux tangentes dont l'une part de 
My; soient T, T,, T, les points de contact des trois tangentes 
menées de M, aux cercles respectifs c, c;, C2; elles aboutissent 
respectivement aux points A, B, D. Soient S, 5,, Sz les points de 
contact des trois autres tangentes, les indices correspondant a ceux 
qui distinguent les trois cercles: S est sur BD, S, sur DA, Sy sur AB’. 

Il y a encore une tangente M,B’ menée au cercle c,, mais on 
n’aura pas a la faire intervenir. La dissymétrie provenant de ce 
que la droite AS, passe par B’, et non par B, disparaitra des for- 
mules; les fonctions dn coincident pour B et B! qui répondent a 
des arguments égaux et de signes contraires. 

Par A passent trois tangentes, de méme par D; il en passe deux 
par B et une par B’; de 1a ois expressions pour chacune des quan- 
tités dna, dnb, dnd; les voici rangées suivant Vordre des indiccs 
des trois cercles c, C,, C2: 


TA S,A S,A 
Oh one TaN, TM, 
SB T,B S,B 
ene LM wes © Lent 
SD See te) 
dnd = 
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Des trois rapports silués dans la diagonale de ce tableau, dé- 
duisons d’abord 


eee M,A 
I+ dna= TM,” 
M,)B 
1+dnb= TM,’ 
M,)D 

tang — T. Mo" 


Dans chaque couple de lignes du tableau, il existe deux rap- 
ports dans lesquels les segments, en numérateur, ont la méme ex- 


lrémité S,S, ou S,. En ajoutant les égalités correspondantes 
membre & membre, nous avons 


BD 
dnédB+dnd= TM,” 

DA 
dnd+dna= T Mo 

AB 
dna+dnb6= TM, : 


Divisant membre a membre chacune de ces derniéres égalités 


avec celle qui occupe Ja place correspondante dans la série pré- 
cédente, nous obtenons 


dnfi—-dnd BD 


jPednoe a M,A’ 
dnd+dna_—_ DA 

ide — MR 
dna+dnb__ AB’ 

7S le A ie 


On a déja observé les égalités 


M,A = 2R sna, 
M)B = 2R sn, 
M,D=o2R snd. 


De méme BD est le produit de 2R par le sinus du demi-angle 
que mesure l’arc BD; ce demi-angle est égal 4 (amd — amb), non 
seulement en grandeur, mais en signe, d’aprés les hypothéses. Donec 

BD = 2Rsin(am d— amb) = 2R(snd cnb—snb end). 


De méme 


DA = 2R(snd cna — sna cnd). 


CHAP. I. —— FONCTIONS ELLIPTIQUES A DISCRIMINANT POSITIF. 19 


Pour la corde AB’, elle s’évalue d’une facon analogue, si l’on 
attribue a B’ argument (2K — 6), qui, suivant les hypothéses, 
est supérieur a K et, par suite, supérieur aussi a a. D’ailleurs 


cute heb) ==sn0, cn(ok— >) =— end; 


ona done aussi 
AB'= 2R(snb cna + sna cnb). 


Voici donc les trois formules cherchées 


dnb—dnd snd cnb—snb cnd 


~ 


1+dna sna 
dnd+dna snd cna —snacnd 
= y) 

1+ dnb snb 


dna+dnb snb cna + sna cnb 


ft Salinas snd 


traduisant la relation 
d=a-+b, 


et démontrées si a et b sont compris entre zéro et K. | 
La dissymeétrie de ces formules disparait si on remplace d par 


un autre argument ¢, en prenant 
d=2mKk—c, 
m étant un nombre ones positif ou négatif; on a alors 
dnd—=dne, snd =(—1)"+1sne, end =(—1)"' cne, 


et les formules sont les suivantes : 


dnb +dne (a) sn6 cne+ snc cnb 
pasar >) 
1+tdna ; sna 
dne+dna (— ryt snecna—+snacne 
10 = 7 ) 
(10) 1+dnb snob 
dna—+dnb (—1)m1 snacnb-—+-snb cna 
= > 
1 Cling sn¢é 


enlicrement symétriques, et traduisant la relation 


(11) at+t+b+c=a2mk. 


Elles sont démontrées jusqu’a présent avec une restriction sur 
aet 6. Mais d’abord, si l’on change a, 6, c en —a, — b, —c 
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etm en —m, les deux membres de chaque formule (10) restent 
inaltérés, et la condition (11) est toujours satisfaite ; donc les for- 
mules subsistent si a et 6 sont compris entre — K et K. Si Von 
change a en a+ anK, 5b en b+ 2n’K, n et n’ étant entiers, 
et qu’on change aussi m en (m—n—n’), les deux membres de 
chaque formule (10) et (11) restent inaltérés. Done les formules 
(10) sont démontrées en toute généralité, quels que sotent les 
arguments a, b, c, vérifiant la relation (11). 

On peut déduire des formules (10) une foule d’autres, parmi 
lesquelles il convient de remarquer celles qui sont résolues par 
rapport aux fonctions de un des trois arguments. On peut obte- 
nir ces derniéres en considérant les équations (10) comme trois 
équations simultanées du premier degré en sna, cna, dna et les 
résolyant. Mais on parvient plus rapidement au but en adjoignant 
aux équalions (10) d’autres qui s’en déduisent. 

Pour abréger, écrivons simplement s, c, d au lieu de sna, cna, 
dna, et employons les mémes lettres affectées des indices 1 et 2 
pour snb, ..., snc, .... Les deux identités 


SN Se Gay p Sie 
Rk? snPut-dn?u=1 


donnent celles-ci 


$ 1— da 
Sy = Spee. 
i+ d k's 
S2€, 4 $1 Co d,— dy 
d,+ dz in k? ($3 6, — 8) C2) 


Faisant, en outre, (— 1)”+!=<, nous concluons de la premiére 
formule (10) 


Sm Ug Te $2 Cy + $4 Co é d,—d> 
- = = =e€ = ) 
1+d ks d,+ dz Kk $90, — 81 Cg 
1—d yn S221 81 C2 
— =€K% ns) 
s d,+ dy 
(12) { 
| I+d pn S2AT S10 
hg Os — sD 
Ss d,— dy 


el, en ajoutant ces derniéres membre & membre 


2. > | $2€1 + $1 Co S29 C4— $14 Cog 
~ =k -| - 
s d,+ dy dads 
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Réduisant au méme dénominateur et remplacant d}— d> par 
k2 2 2 

(s;—$,), oma 


Po ye 
(13) pais i ck ha DEE a 
$1 Cy dy — 830, 


Diyisant membre a membre les égalités (12), on obtient 


rtd = “(s3¢;— 8103) (d, + d) 
es Ch (S20, + $4 C€2)(dy— dz) 


et, par suite, 
$d, C2 — S$, dae 
(14) SEL Ss be: 2d2C 


$1 Cx dy — $2¢,d, ; 
Des égalités (12), nous concluons aussi 
eh? s(s2cy + $,¢,)=U—d)(d,+ d,), 
ek? s(s2¢;— s,¢.) = (1+ d)(d,— da), 
et, en ajoutant membre a membre, 
(15) ek2 sss cy = di — dp d. 
En changeant les indices, nous pouvons écrire encore 
ek?s;s3e = d— d, dz; 
puis, substituant l’expression (14) de d, 


dy 6355 dsc, 54 


(16) Cat 


$4 C3 dy — S.C, 


On écrit d’habitude les formules (13), (14) et (16) d’une ma- 
niére un peu différente, en multipliant les deux termes de chaque 
fraction par s, Cyd. + s2.¢,d). 

Par suite des relations 


SiC. — eS sce Cs 
k2 53d? =1, k*s}+-d? =1, 
ona 
$}.03 d3 — s3.c? d? = (sj —s3)(t— Psjs3), 
(81 dy C2 — $y dz€4) ($1 C2, + 820, d,) = (87 — 83) (d,d2.— k? 518201 C2), 


(dy €2 $3 — dz C151) (51 C2 dy + 53; dy) = (Sj — $3) (51820, d_,— C1 C2). 


Au lieu de (13), (14) et (16), on peut done écrire aussi 


o i) 5 Sa Ce = 
(13 bis) pee ee Gas Cae 


1— k?s7 53 


dy ds — k? 5, $2 C4 Co 


(14 bis) “i hee 


1— Kk?sis3 


(16 bis) ae _ C10>— $1 89d, A> 
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b& 
i) 


Pour avoir les formules d’addition, supposons nulle la somme 
. . J 
a+b-+c, par suite ¢=—1; puis changeons a en — 4a, cest- 
i-dire simplement s en — s, et nous obtiendrons 


Hie oye snb cne dne+sne cnb dnd 


1— k2 sn26 sn2e 


enb ene —snb sne dnb dne 


? 


(Gipsy ‘ dn(b+c)= 


1— k2 §n26 sn2e 


dnd dne— k2 snb sne enb cne 


Pa Ne 1— k2 sn? sn2e 

Ce sont la les formules dont on fait usage d’habitude; mais les 

formules équivalentes (13), (14) et (16) sont tout aussi bonnes. 
Parmi les nombreuses combinaisons que l’on peut faire entre 

les formules ci-dessus, il convient de remarquer légalité (15), a 

cause de sa simplicité, 


dna—dnb dne =(—1)"+1/2 snb sne sna; 


celle a lieu sous la condition a+ b+ c¢c=2mK, ainsi que les 
deux autres qu’on en déduit par permutation des lettres a, b, c. 
Si Pon y change b en b+ K, etc enc+K, men (m—1), et 
qu’on emploie les formules d’addition de la demi-période (8), 
(Sa), (86), on en déduit cette autre, non moins remarquable, 


dna dnb dne—k? = (—1)"k2 cna cnbene; (a+b+c=2mK). 
Si, dans la méme formule, 
d— d,d,= 2k? s,53¢, 
on remplace d, dy par son expression tirée de (14 bis), on obtient 
cette autre, tout aussi simple, 
EC = S14 59d — C1 Cd, 

c’est-a-dire 

(—1)" cna =cnb ene—snb sne dna; (a+b+c=2mK), 


ae te) 7 a 
ct, si l’on change b etc en b+ K, c + K, men(m—1), 


e 


[ 
(—1)"*1 sna dnb dne= k' snb sne— — enb enc dna; 
R 


il y en a d'autres encore, quwil est inutile de rapporter. L’une 
quelconque de ces derniéres, présentant, comme une quelconque 
des formules (10), le double caractére d’étre du premier degré par 
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rapport aux fonctions d’un méme argument, et de valoir, a cause 
de la symétrie, trois formules a la fois, peut servir 4 retrouver les 
formules d’addition. 

Toutes ces formules, intéressantes par elles-mémes, seront utiles 
aux personnes désireuses de lire les anciens ouvrages, et notam- 
ment les OEuvres de Jacobi. Mais nous ne nous en servirons jamais, 
et, pour la seule étude de ce livre, il est inutile de chercher 4 les 
retenir. Il est aussi superflu d’examiner longuement les propriétés 
que nous venons de reconnaitre aux fonctions snuw, cnu, dnuw. 
Ces éléments vont désormais étre relégués au second plan, et 
faire place a un élément nouveau, la fonction pw, introduite par 
M. Weierstrass. (Dans le langage, on prononce séparément les 
deux lettres p, uw). 


La fonction pu. Sa définition déduite de celle de snuw. 


D’aprés les expressions (g) des dérivées, les trois fonctions 
elliptiques nous apparaissent comme ayant la propriété commune 
que le carré de leur dérivée est exprimable par un polyndme du 
quatriéme degré par rapport a la fonction. Ainsi 


d snvy\? ; 
( 7 ) = cn? dn?y9 =1— (1+ &*) sn2o + 2 snty, 
av 


Ces polyndémes sont d’ailleurs bicarrés. 

Par une transformation simple on peut en déduire d'autres 
fonctions, ayant une propriété analogue : le carré de la dérivée est 
un polynéme du troisiéme degré par rapport a la fonction. Cette 
transformation consiste a poser, en désignant par @ une constante 
et par < la nouvelle fonction, 


sn? = 
Seed 


On aura, en effet, d’aprés (4) et (6), 


dsn?9 I dz 
de" = (a2)? de 


((4+4 a)(z+a—1)(4+a—) 
(a2)? 


? 


snycnydne = 


dsn?¢ 
dy 


(G3) 4G -a)\(s+a—i)(4+a—f?), 


= 2snve cnye dnp, 
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Parmi ces fonctions z, il est naturel d’en choisir une, pour la- 
quelle le polynéme du troisiéme degré présente une forme réduite. 
Choisissons donc la constante a de maniére que le terme en z* 
manque dans ce polynéme (la somme des trois racines est alors 


nulle); ainsi 
1+ k2 


3 


Mettons en évidence les trois racines, rangées par ordre de gran- 


deur, 

€1 > €g > &3, &; + €g-+ €3= 0, 

* Df? I 2k? —y1 1+ k 

C4 = 9 69K — 9 SS ———— ? 
; 3 4 3 : 3 

dz\? 

re 
= |) HA 6S (6— S (4—8 
( ) =a) —a)(e—8) 


Ces trois racines, dont la somme est nulle, dépendent de la 
seule quantité /?. 

Pour faire en sorte qu’on puisse prendre deux racines arbitrai- 
rement, introduisons une nouvelle constante i, et posons 


. 


Ses Oa. & = héa, 63 = hes, Bay, i 1 


Nous aurons alors 
ae 
(08) (%) 4a ety es). 


Dans cette relation, @,, 2, es sont trois quantités réelles, dont 
la somme est nulle : 


€1 > C2 > C3, C1 + 2+ €3 = 0; 


elles sont d’ailleurs arbitraires. La fonction y de la variable w, 
ainsi déterminée, sera désignée par la notation pu. C’est elle qui, 
désormais, jouera le plus grand réle. Actuellement, elle s’offre 
comme dépendant, non seulement de Vargument u, mais encore 
de deux constantes, suivant la formule, déduite des précédentes, 


(19) yopuse ie | pte. 
sn? ee 


Voulant la considérer comme dépendant de l’argument wu et des 
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constantes €,, €2,°@3, nous n’avons qu’a exprimer k2 et i par ces 
derniéres. C’est ce qui se fait ainsi 


Invariants £2, ¢3. — Discriminant A. 


Aussi bien que par ses trois racines, le polynéme (18) est ca- 


ractérisé par ses coefficients, que nous désignerons par g» et 23, 


dy\? 
(8a) (2) =47?— ay —s= 49 — ay ey — 49), 
€4 + 694+ €3 =.0, 
€1 €n + €2€3 + €3€, =— FS, €162€3 = 483, 


e? + e3 + e€} = (e;+ €2+ €3)2— 2(€, 2+ €263 + €3€;) =4 85. 


Ces deux constantes £», 23 tennent licu de #2 et A. On les ap- 
Gee O35 Nee ] 
pelle les cnvariants. Elles sont ici soumises une condition d’iné- 
galité pour que les trois racines soient réelles. Cette condition, 
comme on le sait, par les éléments d’Algébre, consiste en ce que le 
discriminant A, 


Nee) — 27-5, = 10( ey = 9 4h — es)? Cx — Ce, 


soul positif. 

Les deux invariants gy, 93 seront rappelés dans la notation quand 
il en sera besoin; on écrira alors p(w; 22, ¢3) au lieu de pu, de 
méme qu’on écrit, quand cela est nécessaire, sn(w, k) au lieu de 
snu. 


Les racines ¢;, 2, ¢3. 


Les trois racines @,, €2, €3, dont la somme est nulle, sont, 
comme il est entendu, supposées rangées par ordre de grandeur 
€, > ey > e3, en sorte que e@, est positif, e; négatif. Quant a es, 
cetle racine est positive ou négative; elle a le signe opposé a celui 
de g3, comme il résulte de la relation 


€4 &2 63 = +83- 
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Le signe de e, est aussi celui de (A? — A?); car ona 


D’ailleurs 42 — k'? = 2k?—1; donc é, est négatif, 23 positif, 


quand ‘2 est inférieur 4 4; au contraire, é, est positif, 23 négatif. 
| 2 ? tof) hen 


Nl— we 
° 


quand A? est supérieur a 


En remplacant } par son expression dans (19), nous 


€4 -— 63 
avons 


(20 JU = €3-+ 
J 


Le dénominateur variant toujours entre zéro et Punité, pw varie 
entre Vinfini positif et e,. Ainsi la seule racine e, est une des va- 
leurs que peut acquérir pw, et c’est le minimum de pu, qui prend 
successivement toutes les valeurs entre e, et Vinfini positif. 


La période 2w. 


La fonction pu est paire, comme le montre la définition (19); 
car, ayant sn(— v)= — sng, on en conclut p(— uw) = pu. Elle a 
une période que nous désignerons par 2, et qui n’est autre que 
2K Vd. Ainsi 

Kk 


wo=KyA= ———-» @&=pw, p(amwtu)=pu. 
Ve1— e3 


Dérivées de pu. 


La dérivée de pu sera désignée par p'w; c’est une fonction im- 
paire, ayant aussi la période 2 


1) (DO) Sa) Ss Foi). 
Elle est hée a pu, daprés (18) et (18 a), par la relation 
(21) (plu) = 4 piu— gy pu— g3= 4(pu— e) (pu —ez)(pu—es). 


Les dérivées successives ont toutes la période 2; elles sont alter- 
nativement paires et impaires, et se calculent facilement par diffé- 
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rentiation de (2 1) 


a 2 1 
plu = 6p?u—1g, 

ut tf 
pu=t12 puplu, 


pu =12(p'u)*+12pu p"u= 12(top?u— 2g. pu — gs), 


Dégénérescence de pu. 


Onavu que les fonctions elliptiques dégénérent en fonctions 
circulaires ou en fonctions exponentielles quand & converge vers 
zéro ou vers Vunité. Ces deux circonstances ont lieu, la premiére, 
quand e, va coincider avec e3; la seconde, quand ey va coincider 
avec e,. Dans l’un et l’autre cas, le discriminant A devient nul. I] 
ne peut ailleurs devenir nul aultrement, puisque é;, @3 sont sépa- 
rés par zéro, sauf le cas limite ey= e,== e; = 0 qui sera examiné 
tout a Vheure. 

Ainsi deux modes principaux de dégénérescence : dans le pre- 
mier k= 0, gy est posilif, @, coincide avec e;; dans le second 
k=1, gz est négatif, e, coincide avec e,. 

Dans le premier mode, on a 


ae; BY) a 
€2=¢3=— 441, §2—> 961, &3= ej, 
; 282 2 : 
A= g3—o7g2?=0, A=-2-=-2, k=o, snu=sinu, 
983 1 
aye o I 
§3 983 
§3 50, Pu= ; . 
2§2 2§2 ‘9 


ad oy? a 
QS CS — pis By SOF. SRVER, 
289 i) e&— e-u 
hee ae eae ee ye eT ON 
§3 3 
o &3 GOSS ISLEY: 923 
eet One peL = #2 (3 =| v= ul /—==—. 
2 LE NGI NG 282 

ICs co, Hye CS 


Enfin, troisieme mode de dégénérescence, si €;, 2, €3 tendent 


ensemble vers zéro, il en est tout autant de gy et g3, et le rap- 


PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


53 est infiniment petit du méme ordre que e;. On a alors 


ga Op COR ME Pears 


Homogeneité. 
: : u jk ; 
Si, dans la relation (19), on remplace wet ) par —= et =» p élant 
) ) Vp 
une constante positive quelconque, el, en méme temps, pu par 
u pu, cette relation reste inaltérée ; mais, en méme lemps, ¢4, 2, es 
sont remplacés par »é;, pes, %e3- On a donc une relation d’ho- 


mogénéité 
: thasi A 
(22) Get py? £2, Hg) = wP(U Be go): 
cd NRE 
de méme 


Vp 


ii u a ay : 
Pp te pe? 82; ves) = uve p(w; 82) 83): 


Addition des arguments. 


De la formule (13) on déduit aisément celle qui convient a l’ad- 
dition de argument pour la fonction pu. Ecrivons-la ainsi 


bs? 02d} 153 C? dh — 915) Cy S5 Cs dy 


sae 2 62 )2 
(S].— $3) 

hae C1 ad, Cy dy 

Se Sti Ss 


2 pour les fonctions p des trois argu- 


Mettons de méme p, pi, 
Pégalité (20), d’aprés (4) et (6), 


ments. Nous concluons de 


I I 1 
a es A(p— es), st = \(pi—€s), 33 = d(p2— es), 
OF k2— 9, or 
at =)pit 5 = h(pi-— 1); = = Nhe es 
1 2 
di 1—2k? a 
Ai =)pit 3 = X(pi— ea); z = \(pa— ea), 
ed Y Co do 3s ; 
~ =—})?p\ sh —4)?p\. 


CHAP. I. — FONCTIONS ELLIPTIQUES A DISCRIMINANT POSITIF. 


to 
eo) 


En substituant, on voit disparaitre d, et l'on obtient 


(Pi= és) (Pa —"e1)(Pa— e2)+ (Pa— e3)(Pi— e1)(P1— €2)—FP 1 Po. 


pi é3=> 2 
(P1— Pz)? 
p= Pip} + pep? — 4. 82(Pi+ P2)— 3 83—4 Pi Ps 


Mettant les arguments en éyidence, nous avons la formule cher- 
chée 


1 ; f 
2(pupe— 4a) (putpy)—ss— pup’, 


(23) p(ute)= z 
2(pu— piv)? 


mais on peut l’écrire aussi sous une forme qui se fixe mieux dans 
la mémoire 


! r 2 ; 
1 /p'u—p'v\2 
(24) p(e-+ e)=- } u ) pu—pe. 
4 \ pu—pe 
Mettons » = w,, w+ » =— Ws, et écrivons la formule ainsi 
I /pu—p'u\? 
pur pu; + pla = Ke) 2 uU+Wy+ U2=—0. 
§\pu— pum 


Cette relation a lieu entre trois arguments dont la somme est 
nulle. 

Echangeons entre eux UW, Wj, U2 au second membre et concluons 
que les trois rapports 3 


pu—puy, puj—pu, pu—pu 
a, 2 
pu—puy pu—puyg. Pla—pu 


ne peuvent différer que par les signes; mais, sil’on avait 


c— a) 9 UL = aNd: ous — yu 
( ( u 4 1 ( 2 ened ( 
—— eae Gee 
Oe —— Ce D U4 — P Ua Dp Uz— Pu 
1 1 2 


on déduirait, en combinant les deux premiers rapports, 


piu —p'ue 
er 9 
DU —- 2PUy+ P Ue Dug — pu 
2p uy 


plag— pu=z—(pu—2pim+ pur), 


relation évidemment impossible. Les trois rapports sont donc 
absolument égaux, ce qui, d’ailleurs, entraine une seule équation; 
car le troisiéme rapport a pour termes les sommes des termes des 
deux autres. Ainsi la relation 


U + W,-+ UW, = 0 
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est tradutte par les égalités 


pu—pu plur—p'u,  p'u—p'u 
(25) J pu—puy puy—ple pua—pu ” 


putputpm=t@. 
Ces formules, extrémement simples, sont celles dont usage est le 


plus fréquent. 
Voici encore une autre forme inléressante : 


\ 


ae 1, (Om pap) yee oes 
Eee RY 3 (Ee =p 2 Ov eer? 


Nod 
/ ii OP pu—p'r 
yo (uU-v)= : : . 
PC ) 2 0u ov ( pu—pe 


On retiendra encore mieux ces formules (25) en observant linter- 
prétation suivante : 

Soient a, b deux constantes données, et supposons qu’on cherche 
a déterminer uw par l’équation 

aput+b=p'u. 
On en tirera une équation du troisiéme degré en pu, 
4piu— 2. pu— g3 =(a put dd), 

ayant trois solutions pu, pity, plz. Par l’équation proposée, on 
aura Wois quanutés correspondantes p/w, p'u,, pu. sans aucune 
ambiguité. De la résultent 

apu+b=p'u 

apu+b=p'u, 

a plat b=p'uy. 

En éliminant 0, on conclut légalité des wois rapports (25) ct 
de la constante @; puis, en prenant la somme des racines de l’équa- 
tion du troisiéme degré, on obtient la seconde égalité (25). Ainsi 
la relation 

COU teat O 
est tradutte encore par ce fait que u, Uy, Us sont solutions de 
Véquation 

apu+b=pu. 

C’est la un cas paruculier d’un célébre théoréme du a Abel, et 
dont nous parlerons au Chapitre VI. 


S09 
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CHAPITRE I. 


ARGUMENTS IMAGINAIRES. — DOUBLE PERIODICITE. 


Arguments purement imaginaires. — La période 2’. — Arguments complexes. 
— Derivée. — Relation entre pw et p'u.— Addition des arguments. — Homogé- 
néité. — Double périodicité. — Addition des demi-périodes. — Infinis de la 
fonction pu. — Diverses valeurs de uw pour une méme valeur de pu. — La fonc- 
tion pw passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires. — Sur les signes de 


' 
pl , Ppt Ae A 
pu ou de a quand pu est réel. — Dégénérescence de pu. — Les fonctions 


snu, cnu, dnu, d’arguments imaginaires. — Addition des demi-périodes. — 
Zéros et infinis de snuw, cnw, dnu. — Diverses valeurs de l’argument pour une 
racme valeur de la fonction snw, ou cnu, ou dnu. — Les six modules conju- 
gués. — Quarts de périodes. — Définition directe de pu. — Nouvelle démon- 
stration du théoréme d’addition. — Sur la liaison entre les invariants et le mo- 
dule. — Variation des périodes avec les invariants; rapport des périodes. — 
Cas oti g, est nul. — Expressions asymptotiques des périodes quand le discri- 
minant deyient nul. 


Arguments purement imaginaires. 


Jusqu’a présent, argument w a été considéré uniquement 
comme une variable réelle, et les fonctions elliptiques n’ont 
(existence que pour cette supposition. La formule d’homogénéité 
de pu suggére tout naturellement Vidée de généraliser et en offre 
le moyen. 

Ecrivons (') cette formule (I, 22) en y mettant wy au lieu 
de u et intervertissant les deux membres; ce sera 


u « 
(1) P(UV'5 8a 83) = = P(e; $2", Sa y4)- 
u. 


Chacun des deux membres a une significauion qui nous est con- 


(*) Quand nous renverrons a une équation dun autre Chapitre, nous indique- 
rons, comme ici, le Chapitre ct le numéro de Péquation. Ainsi le renyoi actucl 


(I, 22) signifie : Chapitre I, équation (22). 
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nue déja, tant que, g» et g étant réels et satisfaisant 4 la condition 
(2) &3 — 2783 > 0, 

west une quantilé positive. Effectivement, au premier membre, 


uy/uest réel, et, au second membre, g2 27, g3¥ sont réels et sa- 
tisfont a la condition 


(3) (oon? 3 — 9a, UP) 2a. 


Mais, w restant réel, cette dernicre condition est encore satis- 
faite, si w est une quantité négative, en sorte que le second 
membre de (1) conserve une signification connue, pourvu que la 
condition (2) ait toujours lieu. Quant au premier membre, la 
fonction p s’y présente avec un argument purement tmaginaire. 
C’est une fonction nouvelle, non définie encore. Wous prenons 
donc pour définition de la fonction elliplique p avec un argu- 
ment purement tmaginatre (en faisant p=—1,I=//—1 i. 

(1) P(iU; 82, &3) =— P( U5 $2, — 83). 

Il est donc bien entendu que p(iu; g2, g3) est, par définition, 
une fonction réelle de argument réel w; c’est un autre nom qu’on 
donne 4 — p(w; 82,— g3)- Par suite de cette convention, on de- 
vra écrire 
(5) tp! (tu; 82, &3) = — p'(Us 82 — 83) 


dot: résulte 


p? (LU; 82,83) —4p?(tU; 82, 83) ~ S2p(U; 82,83) + 8s 
=— p?(u; 82,— 8s) + 4p*(U; $2, — &3) — S2P (YU; &2,— &3)—_(— #3) =O. 
Ainsi la fonction p, avec argument purement imaginaire (wv, 
satisfait, comme avec l’argument réel, a la formule 


fo) = 
pes 4p isp 83. 


Elle satisfait aussi a la formule d’addition (I, 23). La démon- 
stration se fait de méme. Sans quwil soit besoin de rien écrire, on 
voit que le changement de w en cu, de ¢ en vy entraine ; 1° le chan- 
gement de signe de p; 2° le changement de signe de g3; 3° la 
multiplication de p!’ par z. Or ces changements ont pour résul- 
tat de changer les signes de tous les termes au numérateur 


du second membre, sans altérer le dénominateur, et de changer 
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aussi le signe du premier membre. Par suite, d’aprés (4), la 
formule subsiste sil’on y suppose u et » purement imaginaires. On 
apercoit encore l’exactitude de la formule d’addition d’une ma- 
niére bien simple dans l’égalité (I, 24). La supposition que wu et ° 
sont purement imaginaires a pour effet de remplacer chaque p par 
—p et chaque p’ par zp’. En conséquence, la relation 

plus oe : (peat) pu pe 


4\ pu=pe 


n'est pas troublee. 

On voit aussi par les relations (4) et (5) que pet p’ conservent, 
pour les arguments purement imaginaires, la propriété d’étre, la 
premiere une fonction paire, la seconde une fonction impaire, 
et de devenir infinies quand l’argument est nul. Quant a la pério- 
dicité, elle existe encore, mais la période est changée. Désignons 
la nouvelle période par 2w/. Ce sera une quantité purement ima- 


/ 
. . W n 
gimaire et — sera réel. 


La période 2w’. 


Hest aisé de reconnaitre ce qu’est cette périnde. Rappelons-nous 
les relations suivantes : 


= 1 Bee ea! 
€1€2-+ €2€3- 030) = — 782) €4 C263 = 4 83 
€g— €3 ey e2 
[nee a Re ee 
NEE €1— &3 


On voit, par les deux premiéres, que le changement de g3 en 
— g;apour effet de changer les signes des troisracines e. Comme 
on doit les ranger par ordre de grandeur, on doit remplacer e, par 
— 3, €2 par — ez, €; par — ey. Parla k? et hk” s’échangent entre 
eux. Donc la fonction p, avec les invariants 95 et — g3, est définie 
par la fonction sn, au module 4’, comme la fonction p(w; 22, £3) 
par sn(w, x). Remarquons, en outre, que le multiplicateur ), 


"eo I 


Gl 


n’est pas altéré. Si donc K’ est analogue de K, mais pour le mo- 
dule /’, on aura 


I Sy 
= (Oy SS IK" Va. 
t 
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Nous avons vu la signification de e,, traduite(p. 26) par la relation 
ro) 1) 
P(; $2, 83) = 41- 


Changeant g3 en — 93, on a donc 
ow! 
Pee Cee oN ee ee 


De la, d’aprés la définition (4), nous concluons 


p(w'; $2, &3) = es- 


Arguments complexes. — Définition de p(a+ ix). 


Connaissant la fonction p pour les arguments réels et pour les 
arguments purement imaginaires, nous la définirons, pour un argu- 
ment imaginaire quelconque, par la formule d’addition. 

Donc, par définition, pour le casu=a+ia, aet « élant 
réels, nous aurons 


2(papia—ige)(pa+ pia)— g,;—p'ap'ia 


é 


(6) Le Aes: 


Dérivée. 
Pour un instant, remettons, dans le second membre, une variable 


réelle a’, au lieu de va, et soit ainsi 


a(papa—t§2)(pat pa')—g;—p'a.p'a’ 
2(pa—pa'y . 


f(a,@)= 


Comme /(a, a’) n’est autre que p(a +a’), les dérivées par- 
tielles de f par rapport a @ ou par rapport a a’ sont égales entre 
elles; c’est p'(a +a’). Cette égalité 

of me Oy 


dada’ 
n’a pas lieu identiquement, mais en vertu de la seule relation 
p? — 4p3 = £2 p on 83; 


satisfaite par p'a, pa, aussi bien que par p’a’, pa’. La méme 

égalité a done eu encore si Pon attribue aux symboles p, p’ des 
“ U / 4 

significations quelconques, pourvu que laméme relation soit véri- 
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fiée entre p’ et p. Or, on vient de le reconnaitre, il en est ainsi 
quand on suppose a’ purement imaginaire. Donc, d’aprés la défi- 
nition (6), ona 


Opu opu _ dpu  —_dpu 
da (ia) ~— d(a+ia)~§=6 du 


Ainsi pu, quise présentait sous la forme d’une fonction de deux 
variables a et a, est légitimement considérée comme une fonction 
de la seule variable a+ iz, et posséde une dérivée bien déter- 
minée. Cette dérivée, qui se réduit bien a p’a ou p'ix quand % ou 
a sont nuls, sera désignée encore par p’u. 

Il importe de démontrer que la fonction pw, ainsi entendue, a 
les propriétés déja reconnues pour les cas ot wv est réel ou bien pu- 
rement imaginaire. 


Relation entre pu et p’u. 


Quand w est imaginaire, on a, comme dans les autres cas, 
(7) p2u = 4p*u — £2 pu— g3.- 


Effecuvement légalité 


a lieu, quand a eta’ sont réels. Elle a lieu, non pas identiquement, 
mais en vertu de cette méme égalité, supposée vraie pour pa et 
pour pa’. Donc, par le méme raisonnement que tout a |’heure, on 
voit gu’elle a lieu pour a’ purement imaginaire ; c’est ce qu’1l fal- 
lait prouver. 


Addition des arguments. 


Quand wu et y sont imaginaires, la formule d’addition est exacte. 
Nous allons |’établir. 
Considérons quatre arguments a, a’, b, b’, et posons 


U=A2-a, t=a-+b, 


9=6-+6', 9=a'+U'. 


Envisageons la foncuon 
i f(u.¢) 
~ f (ty, #1) 
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Sia, 6, a’, b'sontréels, f(u, 0) et f(u,, 9,) expriment tous deux 
p(iat+b+a-+ 0’), 


et U se réduit a Vunité. Pour faire apparaitre cette valeur de U, il 
faudra exprimer pu, p'u, py, pe au numérateur et py, p'y, 
pes, p'e, au dénominateur par les fonctions des arguments a, a’, 
b, b'; puis, par la relation (7), réduire les deux termes a ne con- 
tenir les p’ qu’au premier degré. Nécessairement alors les deux 
termes de U deviendront identiques. 

Voici done les conditions analytiques sous lesquelles U se réduit 
a Vunité : 1° les symboles p et p’, avec les quatre arguments w, ¢, 
Uy, 94, S expriment par les mémes symboles avec les arguments a, 
a, b, b', conformément aux formules d’addition; 2° ces derniers 
satisfont ala relation (7 ). 

Supposons maintenant, dans U, a= va, b’'= 78, « et B étant 
réels. La seconde condition est satisfaite. Quant a la premiére en 
ce qui concerne les arguments wu et ¢, elle est satisfaite par défint- 
tion; en ce qui concerne u, et ¢,, dont le premier est réel, le se- 
cond purement imaginaire, elle est satisfaite aussi, comme on l’a 
démontré. Donec, dans ce cas aussi, U =r. D’ailleurs f(w,, 9,) est 
la définition de p(a+ta+6+18); f(u, ©) est le second mem- 
bre de la formule d’addition avec les arguments a+ ¢a, b+ ED: 
Done la formule d’addition a heu pour des arguments imaginaires 
quelconques. 

Homogénéité. 

Les relations @homogénéité ont leu pour un argument imagi- 
naire quelconque. Cela est évident a cause de lhomogénéité de la 
formule d’addition. 

En particulier, les relations (4) et (5) ont leu dans tous les 
cas. 

Double périodicité. 


La formule d’addition ayant lieu avec un argument imaginaire 
quelconque, il est clair que les cas particuliers suivants ont lieu 


aussl 
p(u+20)=pu, p(u+e2w')=pu. 


Done puest doublement périodique. De méme p'w et toutes les 
dérivées de pu admettent les deux périodes 20, 20. 
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Addition des demi-périodes. 
On a déja vu que, les trois racines e,, 5, é3 élant rangées dans 
ordre décroissant, les deux extrémes sont les valeurs de p pour 
les demi-périodes w et w/: 


DW == (15) PW —= 63. 
’ 4 ‘af 
D’aprés la relation 


p?u = 4(pu—e,)(pu — e.)(pu —es), 
ona 
Dio Omer aot 


Cette circonstance simplifie expression de p(w + 9) quand on 
suppose y= ou »=w’. Soient py =w, pe=e,. Nous aurons 
(I, 24) 

I p?u 
u+w)=—=—(pu+e rs : 
P( ) (J 1) 4 (pu—e,)? 


(pu —eé2)(pu — es) 


=—(pu+e)-+ ’ 
P } pu—e 
(pu — es)(pu — e3) (€,— €2)(e,—e: 
- =) IAT) a Mei= 3) 
pu—e pu—e 


(€1— €2)( €1— @3) 
pu— ey 


= put- 24444 


La formule se réduit ainsi a 


(8) iSO) i — 


Elle pouvait se déduire des formules donnant sn(w—+K) et 
en(w+K), établies au début (I, 8). 

La symétrie parfaite qui existe entre les deux racines @,, ¢3 
montre qu'on a de méme 


(e3— €1 )(€3;— es) 
pu — é3 


(8 @) p(u+ o')—e3= 


Si dans (8) on suppose pu= e; ou, dans (8a), pu=e, on 
trouve 
p(w + w') = és, ‘ 
égalité qui montre la signification de la troisiéme racine é). Par 
Je méme calcul que pour p(w-+ ©), on obtient aussi 


(€2— €1)(€2— 3) 
pu— é@2 


(8b) p(ut+ow+w')—e= 
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Il y a, comme on voit, trois demi-périodes w, w’ etw’ = 0 + 0, 
répondant aux trois racines @€,, @2, @3- Pour chacune d’elles, la 
fonction p’ devient nulle. 


Infinis de la fonction pu. 


Comme snw est nul, pw est infini pour w= o. Dvailleurs la 
dérivée de snuw, qui est cnu dny, se réduit alors a Vunité. Done 


sn Tei a oe Sa. 
-—a pour limite l’unité. Done u?pu a pour limite Vunité quand 
u 


wu converge vers zéro par des valeurs réelles. Il en est de méme 
quand w converge vers zéro par des valeurs imaginaires quel- 
conques. On le déduit facilement de la définition (6) ; on peut aussi 
le prouver par un calcul qui se trouvera plus loin (p. 77). A cause 
de la double périodicité, on voit que pu devient infini pour 


uU=2MwH+ 2M’ Ww’, 
metm! étant des entiers quelconques, et que l’on a 
lim (w— 2mw—2m'w')?pu=t. 


Ilimporte de s’assurer que pu ne deyvient pas infini pour d’autres 
valeurs de w. 

Quand w prend seulement des valeurs réelles, pu n’a pas d’autre 
infini que les valeurs u = 2mw; et, quand wu prend des valeurs pu- 
rement imaginaires, les seuls infinis sont 2m’ wo’. 

Soient a et a réels. Comme pa varie de e, A + 0, il est tou- 
jours positif; comme pta varie de + e;a—o, il est toujours 
négatif. Donc pa — piaest la somme de deux quantités positives, 
dont aucune n’est nulle; cette quantité n’est donc jamais nulle. 
Donec, d’aprés (6), p(a@-+ ta) ne peut devenir infini que si le 
numérateur de (6) est infini; mais, si l’une seulement des deux 
quantités pa ou pia est infinie, p(@ + ta) n’est pas infini. Dans 
Yun ou lautre cas, on obtient p(t + 2mw) ou p(a+ 2m'w'), 
c’est-a-dire pia ou pa. Il faut donc, pour que p(a- 7a) soit infini, 
que pa@ ct pra soient tous deux infinis et qu’ainsi l’on ait 


u=2mw+a2m'w’, 
Comme p'u est lié a pu par la relation 
p?u= {piu— Sepu— 83, 


p'u ne devient infini qu’avec pu. 
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Diverses valeurs de uw pour une méme valeur de pu. 


La double propriété que posséde pu d’étre paire et doublement 
périodique montre que l’équation 


pu=py, 
ot Vinconnue est uw, admet les solutions 
uU==e+amwHn+ amo’, 


ou met m! sont des entiers quelconques. Hlle n’a pas d’autre 
solution. 


En effet, prenons la formule d’addition et changeons-y » en — 9, 


(es —p'v\? 
(pepe) 


pu+p'r\? 
pu pe ja. 


En retranchant membre 4 membre, nous obtenons 


p(u+e)+put+pe= 


|e 


p(u—ev)+pu+pe= 


fale 


if , 
piu p'e 


(pu—po)- 


p(u—v)—p(ut+r)= 


Si donc l’équation proposée est satisfaite, le second membre de 
cette derniére est infini; donc p(w —v) ou p(w+¢) sont in- 
finis. Done on n’a pas d’autre solution que celles qu’on a remar- 
quées d’abord. 


La fonction pw passe par toutes les valeurs réelles 
ou imaginaires. 


Soit d’abord @ un argument réel et variable. On sait que pa 
passe par toutes les valeurs réelles depuis e, jusqu’a +o. 

Soit aussi 7% un argument purement imaginaire. On sait que pla 
passe par toutes les valeurs réelles (négatives) depuis e; Jusqu’a 
ot Oe 


Rappelons-nous aussi que l’ona 
€1 > €2 > C3. 
En mettant @ au lieu de w dans (8a) et écrivant 


[p(a+ w’) — e3](pa— es) = (€2— 3) (e1— 3), 
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on voit que p(a + w’) est réel et décroit de es aes quand pa croit 
de e, 4 +. Donc, pour les arguments imaginaires de la forme 
a-+-w/, la fonction p est réelle et passe par toutes les valeurs 
comprises entre @3 et @. 

En mettant 7% au lieu de w dans (8), ona 


[er — p(ta-+ w)](e;— pita) = (e;— €2) (1 — @3). 


De 1a résulte que, pz variant de e;i—oa, p(ta +) est réel et 

varie de @, 4 e,. Ainsi, pour les arguments w + 7a, la fonction p 

est réelle et acquiert toutes les valeurs comprises entre 2 et é,. 
D’autre part, ona 


p? = 4(p — e1) (p — &2) (Pp — es) 


et cette relation fait voir que p’ est réel quand p est supérieur a e, 
ou compris entre é; et €;, purement imaginaire quand p est infé- 
rieur 4 €; Ou compris entre e, et eo. 

Les divers arguments qui correspondent a une valeur donnée pe, 
pour la fonction p, sont tous compris dans les deux formes 


g9+amuo+amw', —v+amw+a2m'o’; 


p’ est une fonction impaire. Si donc on donne a la fois p et p’, 
largument est enuérement déterminé, a des multiples prés des 
périodes. Donc: 

1° pwet p'u étant donnés, tous deux réels, il y correspond (a 
des multiples prés des périodes ) un seul argument qui est ou bien 
réel ou la somme d’une quantité réelle et de la demi-période w’; 

2° puet p'u étant donnés, le premier réel, le second purement 
imaginaire, il y correspond (a des multiples prés des périodes) un 
seul argument, qui est ou bien purement imaginaire ou la somme 
d’une quantité purement imaginaire et de la demi-période w. 

Démontrons maintenant le théoréme fondamental : 

Il existe un argument u et un seul (a des multiples prés des 
périodes) pour lequel pu et p'u sotent respectivement égaux 
a des quantités imaginaires données, vérifiant la relation 
pr=4p>— gap— so. 

Il s’agit de trouver les deux parties a et ¢« dont Jasomme com- 


pose uw. Pour conserver la symétrie dans l’écriture, mettons b au 
lieu de va; il est entendu que a est réel, 6 purement imaginaire. 
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Employons le théoréme d’addition (I, 25) qui fournit les deux 
équations 


p(a+b)+yp'a_ p(a+b)+p'b 


= 4 
(9) p(a+6)—pa” p(at+b6)—pb" ” 
(10) p(a+b)+pa+pb=18. 


Soient donnés 
pu=p(a+6)=A + iB, 
pu=p(a+b)=A'+ iB’. 


Il s'agit de trouver pa et p’a, tous deux réels; pb et p'd, le pre- 
mier réel, le second purement imaginaire. Prenons pour inconnue 
le rapport commun €= 2 + ty. En séparant le réel et l’imagi- 
naire, nous tirons des deux rapports (g) les quatre équations 


(11) A’+p'a=Ax—By—zpa, B+ : pb=Ay+Bae—ypb; 
(12) B’=Ay+Bx—ypa, A'’=Axv—By—~azpb. 

Tirons paet pb des deux derniéres (12) et substituons dans(10), 
apres y avoir mis (# + ty) au lieu de &, puis séparons les parties 
réelles et les parties imaginaires. Nous aurons ainsi deux équations 
entre les inconnues x, y. Les voici: 


SAazy + (B—{ay)(2*—y?)— Br —A'y =0, 
ay (B—tay)=o. 
Rejetons la solution étrangére zy = 0; nous avons ainsi 
Lye, D, 


et, en éliminant y, nous parvenons 4 la résolvante 


/ 
2 


Ee 
“Li — 7. a+12Amz2?— 4A'a — 4B? =0. 
Le terme indépendant de x ayant le signe —, cette équation a 
des racines réelles; prenons-en une, nous aurons pour y la valeur 


2B 


réelle —, puis pa, p& seront donnés sous forme réelle par les 
i 


, = ) = T , . 
équations (12), ainsi que p’a et = p’b par les équations (11). 


D’aprés Vétude faite précédemment, paet p'a étant réels, a sera 
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réel, ou réel plus w’; de méme b sera ou purement imaginaire, ou 
bien purement imaginaire plus w. Que les uns ou les autres de 
ces cas aient lieu, on aura trouvé un argument u=a- J, et le 
théoréme est prouyé, car il n’en peut exister qu'un seul. 

A posteriori, on peut se rendre compte de la raison pour la- 
quelle la résolvante est du quatriéme degré et reconnaitre que ses 
quatre racines sont réelles. Nous avons exprimé que pa, pb, p'a 
sont réels et p'b purement imaginaire. L’argument w est unique 
(a des multiples prés des périodes); soient u=%-+ 7, % et 
étant réels; le probleme, tel que nous !’avons mis en équation, 
comporte les quatre solutions suivantes : 


Gar res Use 
r 
Ww 
oe ' elie : 
a=4+ w, b=1(p—S); 
a=4—, b=i8+ 0; 


t 
5 Ww 
a=4+0'—w, b=i(8—S) +o. 
t 


\ 


A chacune de ces solutions correspond un couple différent de 
valeurs réelles pour x et y. 


Sur les signes de p’w ou de fe quand pw est réel. 


On rencontre a chaque instant, dans les applications, des argu- 
ments w qui correspondent a des valeurs réelles de pu, et il est 
nécessaire de n’avoir pas 4 rechercher chaque fois le signe dé p'u 


Du A SS 
ou de p. Les formules d’addition des demi-périodes permettent 


aisément de trouver ces signes. 

En premier lieu, pour un argument réel a, p'a est négatif quand 
aest compris entre zéro el w, et change de signe chaque fois que a, 
en variant, passe par un multiple de w. 


pe 

= ; : Sree : Hes 

in second lieu, pourun argument purement imaginaire 74, ans 
t 


' 


A r Lay ty = r w 
est, de méme, négatif quand « est compris entre zéro et =, et 
u 
change de signe chaque fois que «, en variant, passe par un mul- 
Uy 
. WwW 
tiple de =e 
P i 


Ce sont la les conséquences immédiates des définitions ; ce sont 
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aussi les réponses a la question quand pw est supérieur a e, pour 
le premier cas, inférieur 4 e; pour le second. 

Soit maintenant w= (2n-+1)w'+ a, aétant réel, en sorte que 
pu est compris entre é3 et €2. Ona 


AG cee a eR ee (€1— €3) (€2— és) 
[ELV (pia — e€3)* 


pa. 


De la suit que p'w a le signe opposé a celui de p’a. Ainsi p’u est 
positif quand uw —(2n-+1)w! est réel et compris entre zéro et w. 

Soit enfin u— (2n-+1)-+ ¢ta,¢ étant réel, par suite pu entre 
Cy ete,. Ona 


_. (21— 2) (61 es), i (€1— 2) (€1— €3) pia 
pu— ey -pu= 6 i 
pla—e L (pra — é;)? u 
p'u u—(2n+1)H 


Par suite, — est positif quand est réel, compris 
U 


U 
' 


, Ww 
entre zero et —- 
U 
Dégénérescence de pu. 


On a vu, dans le Chapitre I, comment pw dégénére en fonction 
circulaire ou exponentielle suivant le signe de g3. Le changement 
de g3 en — gz n/altére pas le discriminant, qui devient nul quand 
la fonction dégénére. Donec p(w; go, 83) et p(u; ge, — 3) dégé- 
nérent en méme temps, mais l’un en fonction circulaire, lautre 
en fonction exponentielle. La définition que nous avons adoptée 
pour p(@-+ 1) entraine ainsi avec elle une définition des fonc- 
tions circulaires et des fonctions exponentielles aux arguments 
imaginaires et un lien entre ces deux espéces de fonctions. Ces 
faits sont-ils conformes 4 ceux que l’on a précédemment introduits 
en Analyse et qui découlent de la formule d’Euler 


cosx@ +21sinw = e'x? 
On va reconnaitre qu’il en est bien ainsi. Prenons les formules 
du Chapitre I, en supposant, par exemple, g3 <0; nous aurons 


ee = meee 
INES 5 Op paut/ ates 


: >= 3 83 Oe (Coe >) 
P(U; £2, &3) = es 2 &2 (Z —— 6=0)) ¥ 
2 _. 8&% 9 4 I 
P(U; 82, — &3) = 2£2 es sin2y 
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D’aprés la définition (4), 
P(iU; 82, 83) = — P(Uj $2, — 83); 


nous aurons comme définition de e”, en substituant et suppri- 
mant le facteur commun, 


ef + ev \2 vet cos?¢ 
ev— ev J sin? 9 sin? ¢ 
Extrayant la racine carrée, nous obtenons 


e%—=cosp-+tsiny, e—”=cosy —tsinyg. 


En faisant la supposition opposée g > 0 ou bien changeant ici 
yen vy, nous aurons la définition de cose et sinzy pour ¢ réel; 
puis, pour un argument complexe, les formules d’addition défi- 
nissent de la maniére la plus générale les fonctions circulaires et 
exponentielles, conformément, on le voit, a ce qui est d’usage. 


Les fonctions snu, cnu, dnu d’arguments imaginaires. 


La fonction snu a servi pour former p wv quand l’argument était 
réel. Inversement, pu, qui est maintenant connu pour les ar- 
guments imaginaires, va servir a définir snw d’une maniére gé- 
nérale. 

Rappelons les relations suivantes, trouvées au Chapitre I : 


I 62 — 63 ' €| — @9 
= — 2 = » tS So ; 
(13) Ci —— 63 €\— ' €3 ey e3 
163) 
2— kh 2k?—1 1+ k 
ey ? eg => » 3 
ae We 3 cp eee 


d’ot résulte, par la définition (I, 20) de pw et les relations (I, 4, 6) 
entre sn?u, cn?u, dn? wu, 


on? u as u 

ae re n4 -—= 
d 

\(pu— es) = —— ae A\(pu—e,) = ees ) (pu — ez) = vr. 
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Jes 
or 


in conséquence, nous avons 
( é é 
snu = nl a ES 
OKO Ze 
DC 
(14) ena (es 
PY aaes 


I n’y a aucun obstacle 4 supposer, dans ces relations (14), que ¢ 
soit imaginaire, et nous aurons ainsi la définition de snu, cnu, 
dnw pour un argument imaginaire quelconque. Cependant une 
difficulté subsiste a l’égard du signe des radicaux. On trouvera, 
dans le Chapitre VI, par des moyens directs, la preuve que les 


trois radicaux \/pe — e peuvent étre remplacés par des fonctions 
dépourvues de toute ambiguité. Ici, au contraire, nous allons faire 
disparaitre Vambiguité de snu, enw, dnw par ces fonctions elles- 
memes. 

Pour abréger, employons la notation 


P(U; $2, — Ss) = py, 
en sorte que, pu se rapportant aux invariants 25, 3, Pu, surmonté 
d’un trait, se rapporte aux invariants g2, — g3. Rappelons-nous 
que, daprés (13), ainsi qu’on Va déja observé précédemment, 
Véchange de g3 en — g3 entraine celui de k et #’ sans changer d. 
Nous aurons done, suivant les équations (14), en mettant les mo- 
dules en évidence, 


en(u k= {/ 2, sn(u, k= 4 / =, 


pe—es3 pote? 


RV eA f pee). 
en(u, k) = {/ ———>__en(u, Ah’) = { / ——_ ; 
bce pet &3 
PWS C2 ; pet ee 
dn(u, k) = —__-*> dn(u, kh’) = pe eS 
OES J ONE Seize 


Dans les premiéres, mettons tw au leu de w, et rappelons-nous 
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que p(7v) = — pv; nous aurons 
: €1— €3 _. sn (u, k’) 
<== a iL 
SEL) — en(u, k')’ 


: Di? Sane I 
cen(iu, k)=(/E= + S55) 
pet e3 cn( uw, kh’) 


pode In(w, k’ 
dn(iu, k)= (/BEES are 


pet é€3 cn(u, k') 


Les trois fonctions d’argument zz doivent, pour la continuilé, 
satisfaire, comme avec l’argument réel, aux conditions 
snu 
— =, Chwv—=1, | dnd — 1, pou i= 08 
u 
On voit que ces conditions exigent qu’on prenne les signes +. 
to} ce) 
Nous écrirons donc 


‘ .sn(u, k’) 
sn ( tu, )) = EnCay 
) nu 
I 
en(u, k’)’ 
dn(u, k') 


dn (tz, k) = en(u, &’) ° 


(15) cn(iu, k) = 


Ce seront la les définitions des trois fonctions pour un argu- 
ment purement imaginaire ; puis les formules d’addition serviront 
a définir les trois fonctions pour un argument complexe. Ainsi, de 
méme que pu, les trois fonctions snu, cnu, dnu sont connues 
sans aucune ambiguité pour un argument imaginaire quelconque. 

Comme corollaire, nous concluons que les trois radicaux 


Vpu— e sont dépourvus d’ambiguité : 


Ve vei— es 


IV e3 = 
4 snu 


Vpe—e ma Ve, Oo cnu 


{ > 
| sn u 
| pe 


(16) 


dnv 
€, = Ve,—e3 


€g— @r 
C3, = a= . 
Ci ER 


Cah! Ver 
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Addition des demi-périodes. 


Pour sn, en, dn, les périodes sont 2K, 27K’. On sait par les dé- 
finitions du début (p. 5) que l’on a 


sn(u+2K)=—snu, cn(u+2K)=—enu, dn(u+2K)=dnu. 
Par les relations (15), on aura aussi 
sn(wu + 2tK’)=snu, cn(u+27K’)=—cnu, dn(u+a2zK') =— dnu. 


Pour Paddition des demi-périodes, on a trouvé au début, en ce 


qui concerne K (I, 8, 8a, 8b), 


enu 
sn(u+ K) = ~—— 
( ) dnwu’ 
snu 
I Gin 42K) sa ff! 
oD) \ ( ) nana 
kc! 
dn(u-+ K) = ——.- 
( ) dnu 


On en déduit, par l’intermédiaire des relations (15), 


q 


sn(w-+7tK’) = 


? 
ksnu 
Ae dnu 
« en(u-+tK’) = ——) 
tksn u 
es cnu 
dn(u+ tK’)= = . 
7snu 


En combinant enfin les équations (17) et (18), on obtient 


Re ; dn wu 
Si Sa IK SA) 
( ) kenu’ 
( K + ik’) ii 
en(u+K-+12 =— 
(19) ik cnu’ 
- Ga 4 snu 
dn(u + K + tk’) = th’ —. 
cnu 


Zéros et infinis de snw, cnw, dnw. 


Des relations (14) résulte que les trois fonctions sont infinies 


quand plu Vr) est égal 4 3; ainsi lesinfinis de snw, cnu, dnwu sont 


uK + amK + om’ ¢K’. 
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Les zéros de snu correspondent aux infinis de plu Vd); done 
sn(2mK + 2m'iK’) =o. 
Les zéros de cnu correspondent a p(w Vr) =e; done 
cn(K + 2mK +2m'tK’) =o. 


Les zéros de dnu correspondent a p(u yA) = e23; done 


dn(K + 1K'+ amK-+ 2m'tK’) =o. 
Diverses valeurs de argument pour une méme valeur 
de la fonction snw, ou cnu, ou dnu. 
Soit a résoudre par rapport a linconnue ¢ l’équation 
shu = sn¢. 


p (wy) = ployr)s 


e~istuy~h+2mo+am'o', 


On en déduit 
done 


c’est-a-dire, 
DS ate AS DY TINE Bypos A 


Mais, parmi les formes de ¢ comprises dans cette égalité, deux 


donnent snvy = — snu; ce sont les suivantes : 
g= ut+(4n+2)K+am 7K, 
9=—u+4nK-+ 2am'tK’. 


Les deux autres donnent bien sny =-+-snuw. Ce sont les seules 
solutions du probléme. Ainst l’équation sney=snu admet, 
pour solution générale, 
ve ( u+4mK-+ am'tK' 
ny u+(4{m+2)K+am' ik’. 


De méme Véquation cn vy = cnu admet, pour solution générale, 
y=tu+a(2m+n)K+ 2(2m'+ n)iK’, 
et dny=dnu admet, pour solution générale, 
gp=bhu+t+emK-+ gm'ikK'. 


‘nfin il a été prouvé que pu passe par toutes les valeurs imagi- 


naires. Donc aussi snu, cnu, dnu passent par toutes les valeurs 
imaginatres. 
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Les six modules conjugués, 


Dans pu, les trois quantités e,, @2, e; jouent un role entiérement 
symétrique. Il est donc naturel de les permuter entre elles ; comme 
elles jouent un réle dissymétrique pour la définition de sn, cn, 
dn, on aura par (14) la définition de ces fonctions pour divers 
modules, au nombre de six, qu’on pourra appeler modules con- 
Jugués. Deux seulement, / et A’, sont compris entre zéro et Punité 
positive. Les carrés des quatre autres sont réels, mais ou négatifs 
ou supérieurs alunite. 

La liaison entre les fonctions 4 modules conjugués se déduit im- 
médiatement de (£4). Par exemple, si l’on permute e, et es, le nou- 


€1— é: ess I ene 
veau module est (/ a= oe c’est-a-dire z3 le nouveau multiplica- 
2 3 : 


; ce tey 
teur esl » ¢ est-a-dire — : on a done 
€2— 3 Kk 
I 63 = (63 €2— €3 a e3 u 
c = = ~- = SOS ks > v 
sn (w, iz) A \/ 2% Ei sn (p k) 
P\ tee ee LG ag ag ae: 


et de méme 


cn (uz) = an(Z k), 
an (uz) = on( h). 


Les formules (15) ont déja exprimé la liaison entre les fonctions a 
module k&’ et celles 8 module &. En combinant les derniéres avec 
(15), on a les quatre autres groupes de relations analogues; mais 
il n’y a aucune utilité a les rapporter ici. Ces formules n’ont qu’un 
intérét historique. 

Quarts de périodes. 


On a trouvé au début (p. 6) 


K T iN kK K = 
sn eee CLD = 7? dn— = Vi > 
2 Vee 2 r+k 2 


Tenant compte des expressions (13), 


Ci,.— C9 il 
‘= ——9 = ; 
€)— €3 ei —€3 


pa 


~ 
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on en déduit 


| 12) = Ce leu €2)(€,— 3), 


2 
(20) 


| p= = — 2(€1— €3) Ve1— es =2(€1—€2) ver— €3° 


On aura semblablement, par le changement de e, @2, @€; en— @, 


CAG EY 
w! 
PS? =— e3 + V(e2— &3)(€1— 3), 
a) ae 
p =— 2(e1— €3) /e2— e3— 2(€2— es) Vei— 3 5 
et, puisque 
u , ' 
PF == TL) eet 


il en résulte 


P — = €3— V(e2— e3)(€1— €3), 
(21) 


p' — =— 21(e;— e3) Ver— 3 — 2U(€2— 3) Ve1— é3: 


Dans ces formules ( 20) et (21), les radicaux, qui sont tous réels, 
sont, bien entendu, pris positivement. 

Par suite de la symétrie, on peut affirmer d’avance que les di- 
verses expressions analogues otlles e seront permutés et les signes 
des radicaux changés, correspondront de méme a d'autres quarts 
de période. 

Les quarts de période sont (a des multiples prés des périodes ) 


; mo mw! 
les divers arguments —— ++ 
2 


ae ot m et m' sont les nombres o, 


1, 2, 3, sans étre a la fois pairs tous deux. Il y a donc douze sem- 
blables arguments, dont chacun correspond a un second de telle 
sorte que la somme soil une période; on peut donc les réduire a 
sIx paires, en adjoignant 4 chacun l’argument égal et de signe con- 


5 . Saati) sili oO - w! w! 
traire. Ainsi a 5 on adjoindra — sey te par les formules 
: 2 


p(—u)=p(uz), pi(—u)=—p'u. 
Les formules (20) et (2 1) peuvent donc étre enyisagées comme se 


x w wy’ 5 
rapportant a quatre arguments = —, — —. Il reste a trouver quatre 
8 ce ; q 


2, 
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formules analogues. C’est ce que nous allons faire au moyen 
du théoréme d’addition. Mais d@’abord, par l’addition des demi- 
périodes, nous pouvons vérifier la forme commune aux expres- 
sions de p et p’ pour tous ces arguments. 


Soient «, 8, y les nombres 1, 2, 3 dans un ordre quelconque; 
posons 


€8 — €y= @?, Cy—eg= 7, ey—eg=c?, 
a? -- 62-0? = 0. 
1° Si Pon prend 


pu = y+ wbe, 


westun quart de période. Soit effectivement w,, la demi-période 
qui correspond aeé,, c’est-a-dire €y = PW. Nous avons (8) 


(€y— eB) (@x — ey) ~T 62 ¢? 
pu — ey tbe 


p(u— vg) = pu. 


p(u— wg) — @g= 


Done la somme ou la différence des deux arguments (wu — wz ), 
uw, est une période. Ce ne peut étre la différence; donc 


2U—Wg=2MmwH+2mM'w’, 
w 


94 
Ue — = MO mW. 
2 


Crest ce quil fallait prouver. 
2° Cherchons l’expression de p/w. Nous avons 


pu—é€g=wbe, pu—eg=—c?+ ibe, pu—ey=—6?-+ ibe, 
p2u = 4(pu— ea)(pu — eg)(pu— ey) =— 462 c?(c + ib)?, 
pu == 2tbe(e + 1b). 


En remettant, dans ces formules, pour 6, c, leurs expressions, 


nous voyons que les quarts de période sont caractérisés par les 
formules suivantes : 


P <2 = ga Vex 8 Veg— ey) 
p' 3 = 2Veg,— eB Vex ey Wes= eB + Vee ey | 


Dans ces formules, chaque radical est pris partout de la méme 
maniére. En variant les déterminations des deux radicaux, on ob- 
tient quatre couples de formules, quatre arguments différents : 


~ 
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ce sont les arguments dont les doubles reproduisent la demi-pé- 
riode wy, a des périodes prés, par conséquent 


Oy Ox ; Wy ; P Oy 
? ®, Sia i 


SE Hy Saye 
wo 2 2 


Il nous faut maintenant, parmi ces quatre arguments, chercher 
auquel se rapporte chacune des quatre déterminations de p et jy. 
C’est ce que nous allons faire pour chacun des trois casa—1, 
eo 25 4 = 2. 

Au cas 1, nous avons déja les formules (20). La seconde 
paire de formules sera 


pu= ey— Ve1— es Ve1— 35 
p'u = 2(e,— e3) Ve, — 2 — 2(€1 — &2) Ve — €3) 
Of eh aD : St i- Rat) ° : (0) 
etil s’agit de savoir si uw est égal a ee w! ou bien a — (: - o!) {OF 
2 
nous avons vu, dans ce Chapitre, qu’a un argument (w’ + a), ot. a 
est compris entre zéro et w, répond une valeur positive de p’. 


L’expression écrite ici pour pu représente une quantité positive, 


w® 


les deux radicaux élant pris positivement; done w= — + wo’. 
2 


Pour % = 3, nous avons déja les formules (21). La seconde paire 


de formules sera 


pe =e3-+ Vei— es Ve.— es 


pp = 21(e,— és) Vea es — 21(€,— 3) Ver €33 


t 
, . w t 
y est égal dl’un ou l'autre des arguments = & Se »). Nous avons 


, 


C18) . n (o>) 
est compris entre zero et —; 
U 


pe oe 1 
vu que — est posiuf quand 
I 
A Ww 
done ici ¢ = 5 a5). 

[| nous reste a examiner le groupe de formules répondant a z=». 
C’est pour ce but que nous allons appliquer le théoréme général 
daddition (I, 25). 

Soient deux arguments w, ¢, moitié chacun d’une demi-période 
différente, 

pu =e,-+ the, pe =e, + ica; 
pu=a2ibe(c+ ib), p'v =2Itca(a-+ ic). 


+ ; YU ae 5/9 
Formons d’abord le rapport eee 
pu—pe 


ae 
=a 


p'u — p'v = 2I¢c(be + ib? — a? — ica). 
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Ona identiquement 


(1+ t) (be + tb?— a? — ica) =(a+b+c)[e+ t(b—a)] —(a?+ 62+ ©2), 


et, comme (a@?-+ b?+-c?) est ici nul, 


pu—pe= ae (a+b+c)[e+1(b—a)} 


=(1+t)e(a+b+e)[e+ib—a)]. 
D’autre part, nous avons 
pu— pr =eg— eg + ic(b— a) =cl[e+ i(b—a)]. 
Done le rapport cherché a pour expression simple 
§=(1+)(a+b-+ 0). 

Cherchons les fonctions p et p! pour l’argument = —(u+p¢). 

Nous aurons d’abord 
pwtpu+rpr=;_RP= (a+ b-—c)?=i(ab+ be + ca), 
put py = ég-+ eg + U(bc + ca) =— ey+ t(be+ ca), 
pw = ey + tab. 

D’aprés le théoréme d’addition, le rapport § reste inaltéré quand 

on permute w, 9, 3 d’autre part, pu, pe, pw se déduisent les uns 


des autres par permutation de a, b,c. Donc, sans recommencer le 
calcul de &, on peut écrire immédiatement 


pw = 2tab(b + ta). 
Nous avons donc ce groupe remarquable de formules pour les 
quarts de période 
pu =e, ibe, pe =eg-+ ica, pw =ey+i1ab; 
pu=2tbe(e+1b), pv=2tca(a+ic), pw =21ab(b+ ia); 
Ue tt i On 
Par les changements des signes de 7, a, 0, c, ces formules con- 
D ro) b) ’ ] 


. < ee Oy 
viennent a l’addition d’un quelconque des arguments 7 avec un 


6 Wy 
quelconque des arguments Our 


Soient)a —=1,) 0 = 2,79, et choisissons les*racines carrées 
a,b, c ainsi : 


a=Ve.—e3, b = iVe,— es, Ce ee 
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Nous aurons 


pile e+e é3 Ve1— ea, 


ed 
pu = 9/67 — en Cj en WV A es Ve ee) \ 2 

Bee 

) 


pw = 65 V Cl ony G5, 


pw =—2 Ly en = 63 \/ 6, == 63 Va— €3 +e, =x); 


el, par conséquent, 


pe = e,—tVe,—e3 Ve1— ea, |] is M+ a! 


Di — Diy 6p= 1, 9 f= ey W le ty ce) 2 


Comme w est réel et w’ purement imaginaire, on n’aura qu’a 


changer, dans ces derniéres formules, ¢ en — 7 pour avoir les for- 


© — ow! 


mules convenant a l’argument — - Le probléme est entiére- 


ment résolu, et nous pouvons résumer la solution dans le tableau 
suivant, ou tous les radicaux sont pris positivement : 


W SSS 
Ps =e+t Ve, 2 Ve, — €3> 


3) —— —— 
ie == (€;— 63) / pen — 5 (€,— 2) Ve1— es; 
3) 
r(S +0')=e— Veiner Ve1— és, 


B (Ot!) = 2(e.— es) Vere — 2(e1— 62) Ver ea 
w! —— 
ee Se Veo €3 Vei— 3, 
pi 5 =— 241 es) Vea €3 — 2U(€,— €3) Ve; — 3 
wy’ ra 
Pp ee pares ch Ch es V Ce, 


', fo! : = , —— 
p(s ae 0) == 91 (€4=—€5) \ ep es = 20 (Cn 2 a 


(22) 


w + ow)! , 
p—— =e—ives—es Vier ee 
w -E wy’ eee ; See 
‘—— = 2(¢1 en) Ve, —€3 + 24(e,— €3) Ve — 2: 
' 
=. C3 
is 2 aves PEGE Ca es Ver ene 


| 


Be; — >) €n == op — (Cen Cee 
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Définition directe de pu. 


Sans passer par l’intermédiaire de snu, on peut envisager pu 
comme uniquement défini par la relation 


(23) p?u=4piu— gapu— gs=4(pu—e)(pu—ez)(pu—es), 


de la maniére suivante. Les coefficients 22, g, étant réels et e, dé- 
signant la plus grande racine réelle, envisageons l’intégrale définie 


ae 


(24) oS als 
pu V4? — Bay Sete 


“ 


dont nous appelons pw la limite inférieure variable, et faisons dé- 
croitre cette limite pu de + ae,. La fonction intégrée est tou- 
jours réelle et positive (le radical étant pris positivement), en 
sorte que uw croit constamment. Appelons w le maximum de w ou 
Vintégrale compléte 


2 ae x 
e; V4¥? S2aaes 5 2 y—a)(Y¥ — 2) (¥ — 42) 


De la sorte, pu se trouve étre inversement une fonction réelle de w, 


décroissant constamment de + 4 e, et, par conséquent, dépour- 
vue d'ambiguité. Elle est définie pour toutes les valeurs de uw com- 
prises entre zéro et w. 

En méme temps, p/w se trouve aussi ‘défini, comme égal au 
radical, pris négativement, puisque pu est une fonction décrois- 
sante. 

Par ces définitions, e, = pw est le minimum de pw et p’w est 


° ° I . 
ait fa : == )i devient 
nul. On reconnait facilement aussi (p. 71) que (p u a) y 


nul avec uw, a toutes ses dérivées finies pour wu =o et que les déri- 
vées d’ordre impair sont nulles. On aura donc une fonction con- 
tinue et restant finie de — w a + w, en convenant de prendre pour 


ie . : P : 

(p: — oy une fonction paire; par conséquent, on étend naturel- 
u 

lement la définition de pu aT intervalle (— , w) par la conven- 


tion 


(25) p(—u)=pu, 
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qui entraine celle-ci 
(26) p(—4u)=— pu. 


De cette maniére, a chaque couple de valeurs pu, p'u, ou pu est 
supérieur ae, et p'w réel et quelconque, correspond un argument 
unique Ww, compris entre — w el + w. 

Pour prolonger maintenant la définition en dehors des limites 
(—w, +), observons les dérivées successives de pu, déduites 
de (23). On a successivement 


p'u =6p2u—1 go, 
Sy NO LF 9) (Wp 
pu =it2pup"ut+ 12p2u = 12(10p3u— 


Il est manifeste que les dérivées d’ordre pair sont des polyndmes 
enuiers en pu, tandis que les dérivées d’ordre impair sont de tels 
polynémes, multipliés par p'u. Comme p’w est nul, il s’ensuit que 
les dérivées d’ordre impair sont toutes nulles pour w= w. La con- 
tinuité exige donc que l’on prolonge la définition en posant 


(27) p(o + u)=plw— uw), 
ce qui entraine 
(28) p(w + u) =— p'(w —u). 
Ces deux relations, jointes 4 (25) et (26), donnent la propriété 
(29) IN NDOS= == 100, iN (ONS Vi) a= 10 Ti. 


contenant a la fois les deux précédentes. Les fonctions p et p! se 
trouvent maintenant définies pour toutes les valeurs réelles de wu; 
elles sont périodiques, leur période est 20. 

Si, dans Pégalité (24), on fait 


y= py, = y Gp, SS p38 G3, u 


===) pw— we); 
Ve 
on obtient une égalité toute semblable 
| 
wan VA — GY = Ge 
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De la découle la propriété relative 4 Vhomogénéité; car on a, en 
conséquence, 
P(U) = p(U; Gp, Gs), 


(30) P(us ge 2) = ap (us =, a). 
ee ‘ 
Ici intervient le théoréme d’addition, dont nous donnerons tout 
a’ Vheure une démonstration directe et qu’on peut résumer en 
disant que p(w—+ 9), p'(w+ ¢)s’expriment par une fonction ra- 
tionnelle de pu, p'u, py, pe. 
En méme temps que pu = p(w; £2, 83), envisageons 


pu=p(u; $2, — §3); 


fonction qui n’a pas besoin d’étre définie de nouyeau. Elle ne dif- 
fére de la précédente que par le changement de gy en — g3. Le 
seul effet de ce changement est de changer aussi les signes des trois 


racines €;, 2, €3, qui deviennent ainsi C45 @a, — €3- Ot les 
trois racines sont réelles, alors la plus grande est maintenant — @;, 
Vordre primitif étant supposé e; << e,<e,. En conséquence, la 
demi-période de pu est définie, comme w, par une intégrale éten- 


x 


/ 
ee Ww 
due de — e; 4 + x. La désignant par => on aura 


wy)’ im dy (he dy 
Vay) eer 6s a BVA es) (Peo) a1) 


La formule dhomogénéité (30) conduit maintenant a prendre pour 


définition de p(cw), avec uw réel, 


p(iu) =— pu, 


PACED) —a ee Date: 


puis, pour définition de p(a—+ 7), on adopte celle que donne le 
théoréme d’addition, et lon démontre que les fonctions pu, p'u, 
ainsi généralisées, jouissent de toutes les propriétés reconnues 
pour argument réel. C’est ce quia été fait dans ce Chapitre. 

On ne peut manquer d’observer que cette analyse résumée s’ap- 
plique parfaitement au cas ou les trois racines @,, @2, @3 ne sont 
plus réelles, mais une réelle et deux imaginaires conjuguées. La 
seule différence consiste en ce que, dans ce nouyeau cas, le chan- 
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cement du signe de gy ne substitue plus — e; a e,, mais substitue 
a lunique racine réelle cette méme racine changée de signe. Cette 
circonstance améne quelques différences de détails, qui seront exa- 
minées dans le Chapitre II[; mais on voit, dés a présent, qu’il 
n’existe pas de différence essentielle entre les deux cas, celui ou 
les trois racines sont réelles, le discriminant positif, cas envisagé 
jusqu’a présent; et le cas nouveau ot deux racines sont imaginaires 
conjuguées, la troisi¢me réelle, le discriminant négatif, cas qui 


fera l’objet spécial du Chapitre III. 


Nouvelle démonstration du théoréme d’addition. 


La démonstration suivante, qui fournit immédiatement le théo- 
réme d’addition sous la forme simple et élégante (1, 25) déja envi- 
sagée, est un cas particulier de’ celle que nous reproduirons au 
Chapitre VII pour le théoréme d’Abel. 


Soit a déterminer wu par l’équation 
apu+b=p'u, 
ou aet b sont des constantes données. Prenons pour inconnues 
(31) DADO jr Si we 
Les équations du probléme sont 
(329) ax+b=y, yi=hu3°— gor — 83; 


dot résulte la résolvante en x 


(33) F (2) = 423 — g,'¢ — g;—(ax+ b)=0, 


qui a trois racines 2, 2,, £2, d chacune desquelles correspond 
un seul argument, sauf des multiples des périodes; soient wo, wy, Ue 
ces trois arguments. Chaque groupe (Xp, yr, Ur) varie avec a et b 
et dépend de ces deux variables suivant les relations (31), (32), 
(33), ot il faut supposer chaque lettre x, y, w munie de l’indice r. 
Si Pon fait ainsi varier a, b, F(x,) sera identiquement nul et, »ar 
suite, sa différentielle totale sera nulle aussi. De 1a provient Péqua- 
tion 

0 F(x,) 


Ob dbo. 


nd _ OF (z;) 
F'(a,.) dz). 4 el da 
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CHAP. Il. 
Mettons pour les deux derniéres dérivées leurs expressions ex- 
plicites et remplacons (az,+ b) par y;, suivant (32): 


F'(2,) dz,— 2y,(x,da + db)=0, 


COE no I 
——— - da = ———- db. 
Sy ae BG) ETC) 
D’aprés un théoréme attribué a Euler, les deux sommes 
To * zy one P22 T I I 
Bi(%e) F(a) ~ F(z)” F(a) © Fai) | FG; 


sont nulles (!); done ona 


dry ; dr; drs 
= 


1 Js 


Yo 


ce qui, d’aprés (31), se change en 
duy— du, duzx = 0, 


Uy + U; + Ux = Const. 


Il suffit, pour déterminer cette constante, de supposer a et 
infiniment grands, leur rapport ayant une limite finie quelconque. 
Alors une racine pu devient infinie, les deux autres égales entre 


elles, et on a, sauf une période, 


Up = 0, Uy =—Ux, Uy Uy U2 = une période. 


Donc la somme des trois racines uw est égale a une période. Dela 


relation (32), en y substituant successivement Wo, U;, U2, On Ure 
ensuite les formules (I, 25), comme on Ia fait au Chapitre I. 


Sur la liaison entre les invariants et le module. 


Nous avons, au Chapitre I, exprimé les liaisons entre les inva- 
riants et le module par l’intermédiaire des racines é,, é2, €3. Lest 


(‘) En effet, 
ex 6 az,+ 8 ax, 8B axr.t+f8 : 
F(z) (g2—z,)F'(z%,)  (2—2,)F'(2,) Goan) (ae 


Multipliant par z aux deux membres et supposant z infini, on a 


ar,+S : 
F(z,) ~ F(@) 
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intéressant de faire disparaitre cet intermédiaire. Voici les rela- 
lions obtenues : 
3hey=2—kKk2, 3rheg=2k2?—1, 3he3=—(1+ 42); 
&2 = — 4(€1€2+ €2€3+ €361), Ss = 40162 es. 

De la résultent ces expressions pour 22 et 23 

Ngo AAS ke), 

g3 =— FH + 2) (2— F*) (1 — 2k); 
puis la suivante, indépendante de i, 


g3 (— + MS 


ee 100 Geant en rere 


C’est ici le lieu de faire connaitre une propriété des deux poly- 
ndomes formant les termes de cette fraction. On en peut former 
une combinaison linéaire qui soit un carré parfait, comme on le 
voit par l’identité 


40 — 2+ k*)8— (1 + k?)? (2 — h2)2 (1 — 2h?)2 = 27 h* (1 — A?)2. 


Pour vérifier cette identité, il suffit de remarquer que les deux 
membres sont, l’un et lautre, des polyndmes du quatrieme degré 
en 4? (les termes en /'!? eth! disparaissant au premier membre), et 
que ces deux polynémes sont égaux entre eux pour cing valeurs 
de k?, savoir 0, 1, —1, 4, 2. 

Se rappelant la définition du discriminant A, 


6 = o2 
A= $3—2783) 


on déduit de Videntité ci-dessus les rapports égaux 


34) 83 a 27 83 = A 
ned 4(1— kK? + k*)3 (i+ 2)? (2 — k?)? (1— 2k)? az kt(a— 2)? 


Les rapports mutuels de ¢3, 93, A ne dépendent pas de i, mais 
seulement de 4? : ce sont des invariants absolus. Pour voir com- 
ment ils varient avec A?, nous allons considérer leurs dérivées, 
dont les expressions sont fort remarquables. On va les trouver 
comme il suit. 

Pour avoir plus de symétrie dans les calculs, prenons les trois 
polynémes 

A= y?— xy + x, 
B= (y+) (ay — 2) (y —22), 
C= a(y—~), 


CHAP. Il. — ARGUMENTS IMAGINAIRES. — DOUBLE PERIODICITE. Or 


qui coincident avec les trois polyndmes (34) si l’on suppose y= 1, 
a“ = k*, Ils donnent lieu a Pidentité qu’on vient d’établir 


(aya) ft rts? — 97 CP = 0. 


Dénotons par les indices 1 et 2 les dérivées partielles de ces po- 
lyndmes par rapport a x ety; ainsi 


in différentiant dans (35), ona 


12 A2 A, —2 BB, — 5: 


4 GC, ='O 
12 A2A, sy 2BBs 7 54 


Wot résulte 


B,Co—(C,B,  €yA,—A,C, A, B,—B, A. 
yo A2 < Rial = k= 5 4 ee 


Dans chacun de ces rapports, les deux termes sont d’un méme 
degré, 4 pour le premier, 3 pour les deux autres. Les dénomina- 
leurs n’ont aucune racine commune; donc ces rapports sont égaux 
a une constante indépendante de a, y, et il suffit de supposer, par 
exemple, # =, pour reconnaitre que cette constante est égale 
a —1. Ainsi 


| B, Co C, Bs =— 12, A?2, 
(36) Cie, Co OB 
Ay B,—B,A, = ACS 


A cause de ’homogénéité en x, y et des degrés de'A, B, C, on a, 
en supposant maintenant y ——si, 


Ao+A,@ =2A, B,+ Byz = 3B, Cy + C,z2 = 3C. 


Substituons dans les relations (36) et, au leu de A,, By, C,, 
mettons A’, B’, C’, dérivées prises par rapport a la variable unique « ; 
nous aurons ainsi 


Ch BG” = — 44s. 
2AC'—3CA’= 2B, 
3BA’—2AB = 54C 


et, par conséquent, 


B\! 4 A? Ae) Re ete 22 Ge 
oe Gaeacer a) = 


\ \* 
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Prenons, en particulier, la derniére de ces dérivées, d’ot nous 


concluons 
- ad) gf VeRO eye ee 2) ek) 
(37) ak) 23 3 (1— k2-+ k*) 


Par cette relation, il est aisé de voir comment varie, avec k?, le 


2 
rapport 53. Les valeurs extrémes.de k2 sont o et +1; a toutes 


wre 


Dr 

deux correspond, pour z la valeur zéro, et, pour ch » la valeur 54. 
52 

Quand k? varie de o a 4, le second membre de (37) est négatif; il 

est posiuf, au Berea tel quand k? varie de $41. Donc, k? crois- 


sant de o a $, le rapport 27.84 décroit de +1 4 0; puis, k? crois- 
82 


sant de 4 41, ce méme rapport croit de 0 8 +1. Dans le premier 

intervalle, o; est positif; négatif dans le second. Si l’on suppose g2 

invariable, ce qui est permis, on peut conclure ainsi : k? croissant 
/8\3 


deoa, g3; décroit de + 2“) a0; puis, &2 croissant de+a 1 
278 3 ) ) 2 . 


oa, \ 3 _ 
3 décroit encore de o a — / (2) - En un mot, si 9» reste fixe, 


3 décroit constamment pendant que K? croit. 


Variation des périodes avec les invariants; 
rapport des périodes. 
L’égalité 
damu 


== (lity 
du 2 


oa aie | a nea 
ot. lon remplace amw par 9 et dnw par /1— &° sin?9, donne 


celle-ci 
do 


aus , 
Vi— #2 sin20 o) 


Quand wu est réel et compris entre zéro et K, il en résulte 


am wz de 
Di 
Virsa — 2 sin?g 


et, si Yon prend la fae extréme de cette égalité, 


wla 


do 


K= soe ae 
Vi—k* sin? 
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Telle est expression de la demi-période K par une intégrale dé- 


fine. Comme /?sin?¢ est positif, Vintégrale est supérieure a 
vie 


2 T eae 
f do ou —- Ainsi 


Kes 
2 


D’ailleurs K se rapproche d’autant plus de cette limite inférieure ~ 
2 


que k est plus petit. D’autre part, Vintégrale 


‘ <6 
: deo do 
° Vi—sin2o Pee 4 


n’a une valeur finie que si & n’atteint pas = et dépasse toute limite 


quand « se rapproche de —- Donec K croit au dela de toute limite 
aussi quand & se rapproche de l’unité. Ainsi, lorsque & varie de 
ssi quand / pproche de l’unité. Ainsi, lorsque é d 
, x Sa i . BG x 
zéro alunité, K varie de 5 1: 
a quantité analogue K/ joue, parr rt ak’, leméme role que 
La quantit logue K’joue, apport af’, le méme I 
< par rapport 4k; c’est donc l’intéera éfinie 
K pport ak; c’est d Pintégrale d 


7 
Q 
K’= { Cae 
AD) SI 2 
ah Vi— k2 sinzo 


Puisque k’ varie der a o quand & varie deo a1, K’ vade + a 


wla 


: K’ , ‘ 
en sens inverse de K. Le rapport — va donc en décroissant con- 
stamment de + a 0, tandis que & croit deo at. Il est égal a 
unite pour k= 2 ==, 
Les demi-périodes w et w! sont 
— 0) wee oy! K’ 
SS IRIWI ee Se ING ING —=s: 
v LV v5 AO) K 
Nous yenons de voir, dans le paragraphe précédent, que, si go reste 
fixe, g3; décroit constamment quand A? va croissant; donc : 


, 
ens 7 x E e Ww me . 8 ; 4 
St £2 réste fixe, le rapport oe varie toujours dans le méme 


SENS QUe £3. 
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Les valeurs extrémes et la valeur moyenne de ce rapport sont 


eNGS) aN 
Pour g3=+ S-)y) —=+0; 
22 5 AO) : 


(38) » 55 Oy 
Ey © @ 

» EE a > = = 0. 
\ es (/ (2) TW 


Cas ou g3 est nul. 


DB 
XS) 


Pour le cas particulier g; = 0, la valeur méme de w est remar- 


quable. Elle est donnée par Vintégrale 


Vie 
0) ee ? 
y V4! — Bay 


ou e, désigne la racine positive du dénominateur, e,= 5 /2»- 


Changeant de variable en posant y= e, 2~*, on obtient. 


al x 
3! BEC rami V) ———— 
(39) 5» Vv ae 


L’intégrale définie que nous rencontrons icia été calculée pour 


. 


la premiére fois par Stirling; voici sa valeur numérique : 


dr s q woe 
iNees = Sy VINOD STG MOON) OF 00 
0 


V1 — xv" 


C’est une intégrale eulérienne de premiére espéce: changeant 2‘ 


en Zz, ona 


1 stl 1 
i al dias toe ets wes 
ote RO: 4 


Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant 
devient nul ('). 


Nous nous servirons ici d’une proposition appartenant au Calcul 
intégral et dont la démonstration, extrémement facile. n’a pas 
besoin d’étre rapportée. Cette proposition concerne les inté- 


(‘) Ce paragraphe peut étre omis dans une étude sommaire. 
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grales définies, dans lesquelles la fonction intégrée dépend d’un 
paramétre variable, dont une valeur est considérée comme limite. 
Il consiste en ce que la limite de l’intégrale est égale a Vinté- 
grale de la limite, pourvu que, dans tout le champ d’intégration, 
la fonction intégrée reste toujours finie quand le paramétre varie. 
Cette proposition s’applique méme au cas ot le champ d’intégra- 
tion est infini, pourvu que lintégrale ne cesse pas d’étre finie. 
Supposons que le discriminant A devienne nul ; une des racines e, 


ou €3 converge alors vers e,; admettons que ce soit e,, cas dans 
lequel g3 est négatif. Soient donc 


Q=a4+6, ¢=—a— 


oO 


» €3 =—24a, 


¢ étant infiniment petit. Nous avons d’abord (p- 571) 


all dy ; 
tig WV —2a)(y Hat aylyra—s) 


changeant de variable et prenant y — 2a = 2?, il nous vient 


wy)! ={ dt 
U ms VGe prs: Gas f=) 


et, puisque la fonction intégrée reste finie quand ¢ converge vers 


zéro, ona ; 
w’ ee t ™ 
am = — —- 
u i 3a+ 0 2/3a 


La demi-période w devient infinie, et nous allons en chercher 
une expression asymptotique. En méme temps que 


{eC dy 
® = ? 
pe 7 ee es) 


considérons cette autre intégrale 


a I a I = ar 
— Tosa J 2 Vly —e1) (¥ — 2) Jy 


4 


Cette derniére se calcule aisément au moyen de l’intégrale in- 


définie, 
dy T ) 
{2 (Wea 7 


nO Vy — 01) (= ea) 
Sf 


=z log 
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On a, par conséquent, 


I hey 1 
= = log = log — 
2Ve,+2a €i— 2 a /eg 24a 2 


Cette quantité p, comme on le voit, devient infinie pour ¢=0; 
mais la différence (w — 0) reste finie. Nous allons le reconnaitre et 


en trouver la limite. 
Réunissant sous un méme signe d’intégration les deux fonctions 


intégrées, nous avons 
/ T it 


eal Sal : E J ie a 
a eae pag Vee oe Vato2a J 


1 


mais la fonction qu’on intégre ici peut étre écrite 


I E (/t=t I | 
SSS ? 
ave,+2aly ¥—e2 fy +2alVy +2a+Ve,4+ 24) 


et Yon voit qu’elle reste finie, méme a la limite inférieure y = e,, 
quand @, et e, convergent l’un vers l’autre; donc, encore ici, la 
limite de Vintégrale est égale 4 l’intégrale de la limite, et nous 
avons 


limo )= f- dy : eS L ' : 
2 ele V3a yV¥3a 


a 


Soit, pour un instant, b >a; ona 


le dy I 
b 2 (y—a)V¥y+2a 
Se a _ st log (V2a+ 6+ 3a)? 


CPt ota b—a 


I fi 2g I jhe I faeces 
Voda 2 \) ley =e 23a eee, 


En ajoutant membre 4 membre, nous concluons 


eal I ( I ot ) I 
jae AV ee ae ord 


(Joa aay + /3a)? 
feces at 


b 


Te eae 
av3a 
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Supposons maintenant 6 = @; ev concluons 


lim(w--@) = 


ESTs 
—— logra. 
ro) 
2/3a 


; : So mops 1 
Nous avons trouvé pour o une expression qui différe de 


alsa 


seulement par un infiniment petit; donc enfin 


lim ( w yee. log gag =) 
( aV/3a ace e=0 


Faisons disparaitre de ces résultats a, ¢; mettons en leur place 
les invariants 2», 83 et, avec eux, V invariant absolu 


3 
£3 


A 


Vs 


? 


dont il sera plusieurs fois fait usage. D’aprés les expressions ci- 
co) 
dessus de €;, €2, €3, et celles de 92, g3 par les racines, nous avons 


G=430C+8), 23 =— 8a(a?—2e?); 


A 
SS Vodi, DiWaxel == Inia), 


g 
nw 
m1 


Ki 98,34 Q"e2, J = > 


(eS) 
ro 


Nous pouvons, par conséquent, résumer nos résultats ainsi : 
Quand le discriminant devient nulet que gs est négatif, on a 


A==30,) 623 <0 0, J ==brco, 
i 


lim 12 23 a 
(40) : - 
lim [12230 —log(24 V3J)] = OF 


4 quoi nous pouvons joindre, sous une autre forme, 


= T, 


mo) 


me 
3 a eer 
(4) lim/3Je © =3. 
Si maintenant nous voulons avoir les formules analogues pour 
Uy 
< Cat ab 10>) 
le cas ot g3 est positif, nous n’avons qu’a échanger w et —; donc: 
U 
Quand le discriminant devient nul et que g3 est positif, on a 


INO), On d) =n ean 


lim 12g, = 7, 
’ SS 
lim[ V12 8% + —log (24 3 )] = 0% 


wT 


(43) lim/3Je ‘#=s. 
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Il est facile de compléter ces résultats en concluant les analo- 
gues pour K et K’. Dans le cas des formules (40), nous savons que 


Pon a (p. 63) 


«. 


== VK limK'= —; 


via 


done 


D’autre part, d’aprés les égalités (3 nous avons a la limite, pour 
) if S ) ) 


Bi 
t =O, 


et, d’aprés w = AK, nous pouvons conclure ainsi : 
Lorsque k' tend vers zéro, on a 


7 7 au 
lim K’= —-, Se 
DD; K 


(44) 


« 

has 
tir (K = log z) ar 
\ 


oe 


De méme, pour le cas des formules (42): 
Lorsque k tend vers zéro, ona 


es es ” 
| limK= -, as 
2 


( é et) 
, a 4 Ja ne 
| tim (K’—log 4) =o | 


au 


Dans le Chapitre VIII, on retrouvera ces expressions asympto- 
uques par d’autres moyens. 


SO aS 
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CHAPITRE Uf. 


DISCRIMINANTS NEGATIFS. 


Définition de pu pour un argument récl. — Homogénéité. — Limite de uw pu 
pour w =o. — Addition des arguments. — Arguments purement imaginaires. 
Arguments complexes. — Périodes. — Les trois demi-périodes. — Infinis de la 
fonction pu. — La fonction pu passe par toutes les valeurs réelles ou ima- 
ginaires. — Variation des périodes avec les invariants : rapport des périodes. 
— Cas ot g, est nul. — Cas ot g, est nul. — Lemme sur les expressions asym- 
ptotiques de certaines intégrales définies. — Expressions asymptotiques des pc- 
riodes quand le discriminant devient nul. — Dégénérescence de pu. 


Définition de pu pour un argument réel. 


On a déja vu d’une maniére sommaire, au Chap. IL (Défini- 
tion directe de pu) comment s’introduit la fonction pw quand 
le discriminant est négatif. Nous allons reprendre cette définition, 
montrer rapidement comment les propositions déja connues s’ap- 
pliquent a ce nouveau cas et insister seulement sur les différences 
qui s’y rencontrent. 

Soit 


(1) IO) = 469 = 22h — 83 = 4 — DY — a — 2) 


un polynéme ayant deux racines imaginaires conjuguées e,, es 
et une racine réelle ey. Cette circonstance est caractérisée par la 
condition que le discriminant dott étre négatif. 


A= §3— 2783 <0. 
L’intégrale définie 
(2) Ue Le 
pu hea) 


ot le radical est pris positivement et ot la limite inférieure varie 


entre +0 el é, croit quand pw décroit. Soit w. lintégrale com- 
plete 


; “aby 
3 — rs 
a [ V7) 
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parle moyen de l’égalité (2), la fonction pw se trouve définie sans 
aucune ambiguilé pour toutes les valeurs de uw dans lintervalle 
(0, 2). Enméme temps p/w est défini comme égal au radical pris 
négativement, puisque pu est une fonction décroissante. 

Nous étendons maintenant la définition 4 toutes les valeurs 
réelles de w au moyen des relations 


p(—u)=pu, p(u+20.)= pu, 
entrainant celles-ci 
p(—u)=—p’u, p'(u+20,)=pu 
et se résumant ensemble par les égalités 
@) Pi 27tWs == == piu, p (277 == U ) = == pra. 


Les fonctions pu et p'u sont continues, on |’établit comme il a 
été dit au Chap. II. Elles deviennent infinies quand uw est un 
multiple, positif ou négauf, de 2w,. La premiére pu est toujours 
supérieure a €,, qui estson minimum, et l’ona 


(5) PW2= 2, p'w2=0; 


la seconde p’u prend toutes les valeurs réelles et change de signe 
en passant par zéro ou par linfini, quand w passe par une valeur 
multiple de w,, multiple impair dans le premier cas, pair dans le 
second. 

On conviendra de distinguer les deux racines imaginaires 
de f(y), en prenant pour e, celle dont la partie imaginaire 
est positive. Soient 


éy=—a+t8, eg=—a1—iB, eg=24; B>o. 
Les relations entre 22, g3 et les racines sont les suivantes 


(6) 8&2 = — 4(€1€g+ €3€n-+ €1€3) = 4(3a2— 82), 
83 = 4€ €2€3 = 8a(a?+ 82), 


te l'on voit que g3 a le méme signe que é.. 
Homogéneiteée. 


La définition (2) rend éyidente, comme il a été expliqué au 
Chap. II, la relation (II, 30) 


(7) P( 4; §2, 83) = pp (uy Be. Ly 
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Limite de w?pu pour u =o. 


D’aprés la définition (2), si pw est infiniment grand, la partie 
principale de w est 

Deey so > ek 
pu vay ypu 


u = 


Donc ona 
its CP OG? Ti, ROU GA = 
ape ure es ; I i 2 ; 
La partie principale de pw étant oF celle de p’uwest — a et ’on 
a en méme temps 


lim u3 p'u =—2. 


Addition des arguments. 


La démonstration directe, donnée au Chap. II, s’applique 
ici sans modification. Nous en ajouterons cependant une autre 
comme il suit. 

Soit 

t/p'u—p'e\? 
(8) F(u, 9) = - ( ——*— } —pu—pvp. 
4\ pu—py 

I] a été prouvé, au cas du discriminant positif, que cette combi- 

naison F est égale a p(u +-¢). Ona donc, pour ce cas, 


oF oF ee 
ees ee SS ees 3 eee oe 
(9) agp VAR SP Ses 


Cette relation n’est pas une identité par elle-méme, mais seule- 
ment en vertu des deux égalités 


19 

pru= 4piu— $2 pu— Bs, 
19 

D230 SMO O == SIO) — ee 


(10) 


Comme ces égalités (10) ont lieu aussi pour les fonctions qu'on 
vient de définir au cas du discriminant négatif, les relations (g) ne 
cessent pas d’étre exactes. 


OF 7 : : ; ; 
Comme F, ee ae sont réels, il suit de (g) que le radical est réel 
aussi. Donc F et le radical, pris avec le signe dont il est affecté 


dans (g), sont égaux respectivement a pU et p’U, U étant un cer- 
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tain argument dépendant de wu et de 9. Sa liaison avec wu, 9 est ex- 
primée par (g), sous forme d’équation différentielle, ainsi 


OReeOny ...7-00Uiee, 0 Ue 
WotR Mae Oo ee 
ie 
Ou ee 


done U = u+¢ —- const. Si l’on donne a F la forme (E33) 


2(pupy—-+go)(put py)— &s— pup? 
LEM) = nee SOE ) 


en voit, pour » = 0, F se réduire 4 pu. Ceci résulte de ce qui a 
été établi au paragraphe précédent. On a donc simplement 


U=u-+.,, 
(1) F(u,?)=p(u+e). 


C’est ce qu’il fallait prouver. 


Arguments purement imaginaires. 


En méme temps que 


pUu= Pp(U; §2, 83), 
considérons 


(12) pu = PZ; 22, — 3), 


qui a méme définition que pu, et en différe seulement par le 
signe de g3, sans influence sur le signe du discriminant. La 


( 


c eas = raiD 7 Ww 
demi-période de pu sera désignée par eu en sorte que w, sera 


une quantité purement imaginaire; sa définition sera 


ACY) = 493 — Bay + Bs 4(y +e) (y+ es)(y + es); 


(13) ee ay 


ah ke 


On passe de (2, 83) 4 (82, — g3), en changeant les signes des 
trois racines. Pour conserver la convention relative au signe de la 
partie imaginaire dans e,, il faudra, comme dans le cas 00 le discri- 
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minant est positif, changer e,, e2, €3 respectivement, et dans cet 
ordre, en — és, C5, Gre 


D’aprés la formule d’homogénéité (7), nous prenons comme 
définition de p(cw), avec wréel, la relation 


(14) p(tu) = — pu, 


qui entraine cette autre 
(15) Pp GU) =p u. 


On démontrera, exactement comme au Chap. UI, que, pour 
un argument purement imaginaire, les fonctions ainsi définies 
vérifient les diverses relations établies jusqu’a présent pour un ar- 
gument réel. 

La fonction p(zw), ot w est réel, est elle-méme réelle et com- 
prise entre ey et — co ; eg estson maximum et l’on a 


(16) POn=— €2, Dis =O. 


p' (iu) 


La fonction p’(7w) est purement imaginaire, et —— peut acqué- 
gd Lt a 


rir toutes les valeurs réelles. 


Arguments complexes. 


La définition de pu, pour u= a+ tz, se fait exactement comme 
au Chapitre II, par la formule d’addition, et lon prouve que : 
1° pwa une dérivée pu satisfaisant a la relation 


(7) p2u=4p3u— g2pu— g33 
2° ces fonctions vérifient les formules d’addition, et aussi 3° les 
formules d’homogénéité. 

Périodes. 


Nous voici maintenant au point ot apparait une différence entre 
les deux cas distingués par le signe du discriminant. Les deux 
demi-périodes ws, et w, correspondent, d’aprés (5) et (16), 4 une 
méme valeur pour p; ona 


FONG SOO == Oy, Fe Gy 2 )0) Cy —— Oe 
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Par le méme calcul qu’au Chapitre Il (Addition des demi-pé- 
riodes), ona 


€,— €1)(C2— e: 
p(u+w2) = e244 (és 1)( a 3) 


pu— €2 
€5— € Cneaae: 
p(ut ws) = €244 (é2 1) 2 3) 
5 pu— é2 


p(u+ Ww.) =p(u+w%). 


Changeons dans cette derniére relation uw en (u—w,), ou en 
(w+ w/,), et nous aurons 


p(u-- w2— w)) = pu, 


p(u+ 2+ 05)=p(u+20,)=pu. 


Il n’existe done pas seulement les périodes 2mw,. + 2m’ w,, 
mais encore (2m -+ 1). + (2m’'—+-1)w). 
Considérons les trois demi-périodes 


, W—— Ws W2+ wy 
2 2 
(18) SU Ne gene ope ace | W2, W3 = ——— 
D 2 


dont les deux extrémes sont imaginaires conjuguées; nous allons 
montrer qu’elles correspondent a e,, e, @3, exactement comme, 
dans le cas du discriminant Ipositif, cela avait lieu pour wo, 
O =O @ elo. 


Les trois demi-périodes. 
Soit posé, comme au Chapitre Il (Quarts de périodes ) 
eg— ey ==@*, € —e€g= 67, e€g— €g = c?, 
el prenons &% — 2, 6 ==9, Y =I, par conséquent, 
b? = —(e€,—e,), Cc? = €,— 3. 
Nous avons déja employé la notation 


Q=— ath, e=—a—78, es 90, Bo, 


Choisissons 


(19) Ves— ¢3 = 3a+ 1p =p + ig; IQS Oe Cf SO 
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par la condition que la partie réelle soit positive. En élevant au 


carré, on a 
3a+ 18 = p?—q*+ 21pq, 


el, puisque 6 est positif, g a le méme signe que p. C’est ce que 
nous venons de mettre en évidence dans (19). 
Achevons maintenant de fixer b et c, en prenant 


C—pE=g. Ole (p= 1g) ie — ==. 
Soit maintenant 
pu = 2+ tbe = ey—=( p?-+ q?). 


On voit que pu est réel. Sie==— 1, pu est supérieur a e,; il 
y a donc des arguments réels uw. Soit un de ces arguments; il 
donne leu, comme on I’a vu au Chapitre LH, et comme on le re- 
’ Pp ) 
trouve immédiatement, a Végalité 


p(u— wv.) = pu, 
Se ht Wo 
dot résulte que — est une des valeurs de uw; donc 
2 


?) 2 2 
(20) Pee Ctr 7: 


Soit maintenant ¢ == +1; pu est moindre que e,; il y corres- 
pond un argument purementimaginaire, etl’on a de méme la con- 
séquence 


fr 


Wo, A 
(21) Pie eto ad 


En répétant le calcul fait au Chapitre IT, on a en méme temps 


+ p'u = 2tbe(c +- ib) =— 22( p?+ g?)[p + ig —2(p — iq)], 


quantité réelle ou purement imaginaire, comme il convient, sui- 
vant que ¢ = — Ir ou-+ I. 

5 : Pie carr vga 1, We fp WS 

Quant au signe a choisir, il résulte de ce que p petlea i 


doivent étre négatifs. On a donc 
163) 
(22) Pe PP a) 


w, : a 
(23) (pe ee NG ara q?)- 


76 PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


De la résulte 


, 2 05 i) 9 a 
PS Se q?)(p—'q)s 

op oe — 2 1. G2 2 oo = 2 
sera heres AU nae’ AR? cnn at et ager ok 
, We , Ws : 
10k een meet OS —_——— 

2 zs _ 2(p jo)) = 2 V/(é,— €1): 
ioe net Ws 
Rinna aes 


Et, d’aprés le théoreme d’addition, 


5! W5 p’ Wo\ 2 
2+ 5 Ws Oe lee — 
Pp = SS (2: =D 1 5 ! 
2 Dy 2 4 Wa W> 
(View Saree) 
2 2 
= — 2Cn + C2 — Cy = — (Cg + €)) = €3- 


Ainsi, suivant la notation (18), nous trouyons 
(24) PH3= 63, 


et pour les quantités conjuguées, sans qu’il soit besoin de recom- 
mencer le calcul, 


(25) po, = 4. 


Infinis de la fonction pu. 


En supposant w==a-+ ts, ona, d’aprés la formule d’addition 
qui sert de définition, 


o(pa piz—tgo)(pa+tpi2z)—g;—p'ap'ia 
2(pa—pta)? 


= 


Les quantités pa, pz, p'a@ sont réelles, p'ia est purement 
imaginaire. Comme a est réel, pa est supérieur a ey, et pla, de 
méme, est inférieur a @g. 

Dans le cas du discriminant positif, on a vu, par l’emploi de la 
méme formule, que pw est infini dans le cas seulement ou pa et 
pez sont infinis tous deux. Ici encore pw est infini dans ce cas, et 
Pon a ainsi des infinis de la forme 


WU == 2MWy+ 2mM'wW). 
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Mais, maintenant, il y ena d’autres. En effet, dans le cas du dis- 
criminant positif, pa@ avait e, pour limite inférieure, pix avait e, 
pour limite supérieure; ces deux limites étaient séparées par un 
intervalle infranchissable, en sorte que pa — pia ne pouvait étre 
nul. Ici, au contraire, les limites, inférieure pour pa, supérieure 
pour pz, coincident. Done pw est infini encore dans le cas 


VG? —— OKC ety 
Alors 
A=(2M+1)W2, 14=(2m'+1)w, 
par suite, . 
U = (2M +-1)H2+ (2m' +1)wW9. 


Done les infinis de pu sont 
U= MwW2+ mW, 


ou met m’ sonT DE MEME PARITY; ceci, par l’introduction de w, et 
w3, peut s’écrire 

uU = 27,0, —- 27233, 
et l’analogie avec le cas du discriminant positif est ainsi rétablie. 
On déduit de la, comme pour le cas précédent, que les valeurs 
de u satisfaisant a Véquation pu= py sont toutes comprises 
dans la forme 


uU=+— p+ 27,04 -+ AMZ Ws. 


Il a été prouvé, dans un précédent paragraphe de ce Chapitre, 
que u? pu aVunité pour limite quand pu converge vers zéro par 
des valeurs réelles. On peut vérifier qu’il en est de méme quand u 
converge vers zéro par des valeurs quelconques. A cet effet, 
prenons la formule d’addition sous la forme (I, 23) 


a(pupy—ise)(putpvr)—g3+pup'e 
) 


2(pu—py)? 


a 
et supposons u= 9 + 4, & étant infiniment petit. La partie prin- 
cipale du numérateur est 

4(p?9— ¢ o2)pv— Sst pry = 2p, 
et celle du dénominateur est 25? p’?y. La partie principale du se- 


° ek ° 
cond membre est ainsi wm et Von a bien 


lim(2? pZ)z=9 = I. 
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On en conclut immédiatement aussi 


(26) lim(u-—2m,0,;—2m303)?puU=1, pour U = 2740, + 2™M3 03. 


La fonction pu passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires. 


Cette proposition s’établit ici par la méme analyse exactement 
que dans le cas ou le discriminant est positif (Chap. II, p. 41). La 
conclusion résulte de ce que la résolvante en x ades racines réelles. 

Il y a cependant une légére modification dans la remarque 
placée (p. 42) ala suite de la solution. La résolvante n’a plus ses 
quatre racines réelles, mais deux réelles et deux imaginaires conju- 
guées. Ces racines correspondent aux quatre couples d’arguments 


OL = et, =U. 
a2=4+02, b=t8 —Wn, 
a=a+w,, 6=ih—w, 


te = se 
a=4+03, b6=t8 —w3. 


On se rendra parfaitement compte de ces circonstances si l’on 
observe ce fait: en considérant a, b, A, B, A’, B‘ comme des quan- 
tités quelconques, réelles ou imaginaires, on obtient par l’analyse 
employée (p. 41) la solution du probléme suivant : Etant donnés 


2A =p(a+6)+p(a—b), 2i1B =p(a+b)—p(a—B), 
oA'=p'(at+b)+p'(a—b), 21 Bie= p (a b) p(a b), 


trouver pa, p'a, pb, p'b. Ce probléme n’est autre que celui de 
la division de argument par 2, posé d’une maniére particuliére. 
Le degré de la résolvante sera expliqué Chap. IV. 


Variation des périodes avec les invariants. 
Rapport des périodes ('). 


La demi-période réelle w, et la demi-période purement imagi- 
naire w), ont pour définition les deux intégrales 


a dx 
(27) Oy - = ? 
7 V4a S50 88 
Oy daz 
1) V5 OO Bete 


(1) Ce paragraphe et les suivants peuvent étre omis dans une étude sommaire. 
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Si, dans la seconde, on change x en (x — 2e), on obtient cette 
expression 


(28) 


Oy cy dx 
w oe 4x03 — 22% — 23—24e (@— é,)? 
C4 4 62 53 4+¢2 2 


Pour reconnaitre cette forme du polynéme sous le radical, on 
n’a qu’a tenir compte de la relation 4e3 — goes — g3 = 0; caron 
a identiquement 


4 (2 — 29) — §2(% — 22) + Be 


= 423 — £54 — 2; —2h €o(L— €9)* 294 €§ — 260 — 83). 


Des expressions (27) et (28) résulte immédiatement la consé- 
if 

: oO) ein Fi eee zs 

quence suivante : le rapport —= est supérieur, égal ou inférieur a 
UW2 


Punité suivant que é, est positif, nul ou négatif, suivant aussi, en 
d’autres termes, que gy est positif, nul ou négatif. 

Voici encore une autre conséquence immédiate. Supposons 
dabord e, > 0, et admettons que le discriminant, toujours néga- 
uf, converge vers zéro. Les deux racines conjuguées e, et e3 


(Z) aor, ? x 3 x 
convergent vers — —- Comme cette quanuté, d’aprés Phypothése 


€y > 0, est en dehors des limites eg et + © , w. conserve une valeur 
finie. Mais les racines — e, et — e; du polynédme soumis au radi- 


din 2 ws C5 ‘ 
cal dans la premiére expression de — convergent vers 57 qu est 
/ 


hd ane: : : o) : : Z 
dans les limites de l’intégration; par suite, = devient infini. 
Les mémes faits se passent en ordre inverse quand é, est néga- 


tif. Donc: 


3 
1° Quand gy est positif et que = 


décroit de +1 a —o, 
/ 


W Fi ee - P 
— varie de + «© 4-1, sans que nous sachions encore si cette 
UW. 


variation a lieu par continuel décroissement; 


aS 
2 


2° Quand gy, est négatif et que aed décroitde +1a—o, 
3 


tf 
ws ; ; z F : 
2 varie de zéro 4 +1, sans que nous sachions non plus si cette 
t 


We 
variation a lieu par accroissement continuel. 
Pour faire disparaitre cette lacune, mettons en éyidence la racine 
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€2, en écrivant 


83 
Li — Lo — 25 — i(@— 6) (2+ C22 + &). 


Changeons maintenant, dans (27) et (28), w en €2%, et fatsons 
la supposition e, > 0. Nous aurons alors 


= 7. 
ae, Wy = se ? 
re, chs 
hey 


25 0)’. Ee) dr 
ae, = == 
U . ; 83 
HA GS eh 
1 2 


° € 5 a A 3 a 
Soient — ee = 78 les deux racines imaginaires e,, e3. On a 


2Q R2 
e35 a I (52 

spre se ax Peroereyy 53 _ t 

(3 = €1 6g C3 = 6p | — - P* Jz = Fi San 

As i hs heh ae 


La quantité a peut donc prendre toutes les valeurs depuis } 
2 


jusqu’a -+ oo. Quand elle croit ainsi, les deux intégrales définies 
décroissent toutes deux; mais le décroissement relatif est moindre 


t 


pour la premiére que pour 


Pour prouver ce fait important, faisons, dans les derniéres inté- 
if ) ) 
grales, le changement de variable 


= 2 
@=1+i/2+y tang? , Y= e = 


La substitution directe donne pour résultat 


m de 
TE cao | = 
Valas) 83 any sae ean see © 
aye,"? = a0 if pe: Luaee 
5 V2(2+7) 3V2+-Y- [2(2 by) +3724 | cos?g 


La premiére peut s’écrire 


2/3 W2 = P 


2. a Gis anaK 
Va+ryJ, Vi—k} sing” 
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on a posé 


pee 2(2y)—3V9+y 
? 4(2+ 7) 


Cette quantité est plus petite que l’unité, comme il résulte des 
données d’aprés lesquelles le radical ne peut jamais devenir ima- 
ginaire pour des valeurs réelles de 9. On leé vérifie d’ailleurs; car 
la condition 4{ <1 donne justement y >}. Elle est aussi positive. 

Quant a la seconde intégrale, elle s’écrit de méme 


wo, , ; do 
et ee 
t -aef Vi—k? sin?¢ 


(2+y)+3Va+y 
4(2+ ¥) 


wla 


on a posé 


Hy one 
Ie ei ay a rae 


: ws i e 
Par cette transformation, le rapport Zo, aPparait comme coin- 
ah 


K’, 
cidant avec le rapport 72 | des périodes au cas du discriminant po- 
siuif, avec un module hy, Aone le carré A} varie de 0 4 $ quand y 
croit de +a-+ 0. D/ailleurs A} est toujours croissant ayec y. 
/ 
> (ima : Oaee ape Midis , 
Dans la forme précédente, on voyait que \/é2 . et \/e, — dé- 
é P ) yait que és» et Ves ; 
croissent quand y croit; dans la forme actuelle on voit que 
a : ; eer ee 
Veo V 2 + W2 croit avec i mais que Vé2 V2-+y = décroit. Il 


croit. 


en ré 


D’aprés l’égalité 


on peut écrire 


: =P tp . oT: 
La fonction = décroit continuellement de 72 a —o , quand 


3 
&>- décroit constamment de -+ 1 a 


z croit de+ a +a. Donc : 
3 


LD « A . . ba 
—oo , quand es croit 4 partir de +. Nous savons done maintenant 
2 


que : 
I. 6 
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W, ; 
décroitssant de +t a—ax ee dé- 
2 


&3 étant positif et - 
7 


S3 
crott constamment de «wx a-+1('). 
Comme il suffit de sere g3 en — g3 pour échanger ws et 


/ 
Wo 


—, nous pouvons ajouter que 
se) p J q 


ao wy, 
~22, décroissant de+1 a—o, aa crotl 
53 2 


constamment de zéro a—--t. 


O° 
foes 


2 
étant négatif et 3 


Cas ot. go est nul. 


Il existe ici un cas particulier fort remarquable qui ne se pré- 
sentail pas pour un discriminant positif; c’est le cas gy = 0, im- 
possible dans l’hypothése g} — 27g} > 0. Les formules précé- 
dentes exigeraient des transformations pour faire reconnaitre la 
valeur simple du rapport des périodes en ce cas. Mais on y par- 


vient tout naturellement ainsi : 


r L 


Dans la formule d’homogénéité 


Ws Lo 6 2 
P(—3 vise, woos]; = Bw? PZ} &2, Za); 


p- 


supposons 29 == 0, et prenons alors pour p. une racine cubique de 
Vunité. Soient 


| 
J 
~ 
R 
II 
w= 
| 
~ 
| 
| 


les racines cubiques de l’unité; faisons p= 2?, il vient, pour 


22— 0, 


FOGLE) = ep oveR, 


(*) On peut éviter le calcul qui précéde en se référant a l’égalité 


aye 
TW5 2 

j 7 es ==> 
Og, 2 wi 


qui se trouvera démontrée au Chapitre IX. Ici A est le discriminant négatif 


g3. Ul résulte de cette égalité, g, étant positif et supposé constant, 
De 


278 


que la déviyée ar rapport a g,,, est positive; done ce rapport est 


croissant avec g,, &, restant constant et positif. C’est ce qu’on vient de prouver 
par un calcul direct. 
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sans changement dans les invariants. Il suit de la que, si 26 est 
une période quelconque, 246 en est une aussi. Pour préciser da- 
vantage, observons que é,, @; reproduisent e, multiplié par « 
Cua. 


Nous avons distingué e, comme ayant sa partie réelle positive; 
donc, st ey est posttif, nous aurons 


€4 = 4@q, €3 = ep. 
Prenons ce cas, et faisons w= .; il en résulte 
P(4W2)=%en. OU P(4W.)= ey= p(y). 


Par conséquent, m et m’ étant deux entiers de la méme parité, 


Ws — 05 ‘i V3 ae 
SS = YS = zt + Mw mo. 
2 - 2 


2 


Si le signe +- convient, en séparant les parties réelles et les 
parlies imaginaires, nous aurons 


|= 
! 
| 
= 
Ss 
> 
— 
> 
Ss 
L. 
w|- 
Si 
~ 
~ 
S 
=) 


Mais ce rapport est supérieur a lunité, on l’a prouvé dans le pa- 
ragraphe précédent; il ne peut donc étre égal qu’a 3. 
Sile signe —- convient, on a m= 0, et 


, 3 
2; 


(m! + 4) 0 = Y we 


avec m! pair. La encore la conséquence est la méme. Donc, pour 


i 
° 
5 
— 


o 
co) 


/ 
. . 10>) meek 
L’inversion de wy. et es correspondant au changement du signe 


de 3, On a aussi pour 22— 0, 93<0, 
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En joignant ces résultats aux précédents, nous pouvons conclure 


ce qui suit : 


‘¢ 
{ Ws = 
| 3 0, &2> 0, 0 35 

UW 

i 

W5 V3 
bo Oy 62 — 0; Vel? 


3 Ws = 
uo, G20, © 1-23, 


LW 
5 
(29) Seo ‘iy 
> I 5 
S39, §2— 0, 3 iWs ) 
’ 
2,0, 22=0 ee Ee 
8 ) 2 ) i Ws V3 
R Oy T 
| Bos 0, §2-9%,; TW i 


En ce cas, ona 


’ oO 


et il faut observer que g» est négatif comme le discriminant, qui se 


réduit a 9°. 
En mettant dans l’intégrale, au lieu de y, 


ee Ve &2Vt, 


— | # dt 
SAS a= ff =e eae 
jue (teen) 


Suivant les notations des intégrales eulériennes, l’intégrale au se- 
cond membre est 


on obtient 


Bo aie ais yi ae 7) ; 


Cette derniére transformation fait apparaitre la transcendante 
numérique A, trouvée au Chapitre II (Cas o& g3 est nul), 


A= STi, BOM G/es 4 
os Fa WIG 
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On a ainsi, dans ce cas particulier, 


Lemme sur les expressions asymptotiques de certaines 
intégrales définies. 


Soit a trouver, pour ¢ infiniment petit, une expression asym- 
ptotique de lintégrale 
ra ie oe 
V = os Ae aa C > B, 
Vg—apre 


ou lon suppose que a soit entre B et C, et que U(a), Y/(a) aient 
des valeurs finies. Partageons V en deux intégrales U et U’, ayant 
pour étendue: la premiére, l’intervalle (B, a); la seconde, l’inter- 
valle (a, CG). De plus, pour pouvoir méme supposer B ou C infinis, 
partageons encore U en deux autres U,, Uy, dans les intervalles 
(B, 6) et (6, a); et U' en deux autres Uj, et U;, dans les intervalles 
(a,c) et(e, C). Nous allons d’abord trouver une expression asym- 


ptotique de 
) dy 2 
U, =/e aaa b <u he 
es + 6 


Considérons l’intégrale 


ules Eten ie eee 
Vea) Via— bya —(a—b) 


u = 


Dans la différence 
“ viy)—vla 
U,—u= aes ) a 
Viy—4) 
la fonction intégrée ne devient pas infinie quand « est infiniment 
petit. Done la limite de Vintégrale est égale 4 lintégrale de la 
limite, c’est-a-dire 


ticles og aye eR 


vb CES 


On remarquera qu il faut mettre effectivement (a— y) ev, non 


(vy — a) pour la limite de V/(y -- a)?+ &, puisque ce radical est 
pris positivement et que y, dans l’intégrale, est moindre que a. 


. 
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Cette derniére intégrale peut étre considérée comme la limite de 


[ MDa, 
“b CER i 


quand « tend vers a; précisons dayantage en supposant encore 
a <a. D’ailleurs 


“*bia)d — 4% 
aif TAG Ge Shao ae 
Je a—y a—b 
done 
a ; * b(v) dy ; : 
lim(U,—w)= lim is i= + (a) log(a— «) —vv(a)log(a—b). 
e=0 a2=a Jp oN 


Substituons a w son expression finie et faisons passer le terme 
U(a)log(a — b) au premier membre; obseryons, en outre, l’éga- 
lité suivante, oi ¢ est supposé infiniment petit : 


— v(a@) log = -U(a)log(a—b) 
v( ) * Va = ; b) ( / Be 


——U(@) log =— U(@) los ——- 
(a) *(@—b)|Wia =o f(a —6)| nea) rig ee 


Nous pouyons maintenant conclure 


ip U(y) dy 
“b Cee 


lim [Us Y(a) og 2| = jim + (a) log(a— |, hE Ci 
= 0. = Ca 


D’ailleurs lintégrale U,, prise dans un interyalle qui ne contient 
pas @, converge, pour ¢=o0, vers l’intégrale de la limite, c’est- 


a-dire vers 
b 
[ u(y) dy 
~’B a es 
Done, en ajoutant U, et U,, ona 


; J 2 *U(y)dy | 
lim | U — v(a) log :| <n Li Gap + U(a)log(a— | eee 
U = 


vy) dy 
a W¥—a@)+e 


Pour lintégrale U’, prise dans l’intervalle (a, C), le calcul est 
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analogue. Nous prenons a la fois 
G 
u(v) dv 
U, ==. ff i J : 5 
Ja gape 


fe eee a nat von aP Ee, 


Y(a@) log 
Gh Pa ee 


Par la méme raison que précédemment 


f) — c i PN) a= itl » 
lim (U,— ey vey) WO) Wy = lim ie ODE ype (ce) 
e=0 pee tzudy Ys 


“Yd ie 
[ via) dy _ | Mee a 


Uh ye -e—@a 

lim (U! > — (a) log 2) == linn! i ay + (a) log(«—a)}, 
= e/. aw=al Jy Y—@ 
Se 

lim (u — (a) log 2) = lim | Cy) ay + U(a@) log(a’ — o|, 
£==0 € teat og Yo 


ie ee ; 
i Viy—ap+e 


En ajoutant maintenant U et U’, nous avons le résultat cherché 


Pe 4 *U(y) dy 
lim ( V — U(a@) log =) == Inia i esa + (a) log(a —a)| (a<a@), 
€=0 7 ae 


Cm—aie? 


+ lm le Le + (a) log(a' -«)| Ga 


=a 


C’est en quoi consiste le lemme que nous avions en yue d’établir. 
Appliquons ce résultat en supposant 


Lo). 
Vy + 


Nous aurons 


ie aa 24 dy 
B 2(a—y)V¥y +24 


(cia dt ie he pees a 1)” 


= E og ’ 


SL 2 ; — 
/9 QE 23a a 


* u(y) dy oe: a eee 
Bs EVEC (a loe(a — a= ——=loe (3a + 9a 4 a). 
fA ya) los a— 9) = Te lowly 
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—logi2a. 


Cette quantité, pour « =a, prend la valeur 
23a 


Nous avons de méme 


(pee v(y) dy dy a dy 
Ja! ra pare 2a 


mind I peal naa’ + ¥3a) 
wont ‘ 2 
23a a—a 


C u(y) dy —— ——=\5 
i-+~~ + (a) log(2z/—a)= —— log W/saaea’-- 3a)" 
Be ya Y ) g( ) a/3a o(y/ Ve 
dont la limite est aussi — logi2a. 
aV/3a 


Le résultat est donc 


lim f hs lo e(> “" OR G20 
ll = —— ==, G! 
tol | Siesta me : 


Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant 
devient nul. 


Revenons maintenant aux périodes de la fonction elliptique. 
Supposons €2 > 0 et e, @; convergeant |’un vers l’autre; en pre- 
Mant >= 20, \¢; == =a te, €s =. —~ @ —— ve, | imtesrale: prece= 


Ul 


W, 
dente n’est autre que oe > et DouS avons 


En méme temps, on a 


: % dy rs t T 
ee wear PR 
e=0 a a(y-+a)V¥y—2a Je 2V/3a 


/ 
—% ° ¢ \2 
é U Oa . 
24a / 


Exprimons ces résultats par les invariants 


[<) 


o 


82 =— 412 + €1@3+ €9€3) = 4(3a2— e2))) 


£3 = + 4@,e2e3 = 8a(a?+ 2); 


nS == 017 Pie SOS SG mee aes 


8 
3 2 2 A 
ja0 2-2) (¢ =O, lima 3a =Voy¥3 gt=V1 2.= V6 Ve3- 
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Voici maintenant la conclusion : 


Quand le discriminant négatif tend vers zéro et que g’; est 
positif, on a 


es 4 3 7 oe 
NO, §3 — 9; J=—o, V12g9= V6 §3) 
Ap 
lim V12 230, = 7, 
f. 
: 4-——._ 9 —3 
(30) lim her? Age —log(—t2 1)| = 0) 
ee fj 
limJe ‘#2: = ——— 
\ 12 


(@ 
1 , Ww. 
Puis, changeant g3 en — g; avec échange de wy et = : 


Quand le discriminant négatif tend vers zéro et que g3 est 
négatif, ona 


169) 
lim V12 Bs = =T, 
31 
oe lim [Vr2g w. — log(—To Wiles, 
& TO)s I 
limJe ~%: =——- 
\ 12 
Dans ces formules, g» est positif, puisque g3 — 27 g3 est nul; la 


é Ly , oe 
racine ¥12 25 est réelle et positive. 


Dégénérescence de pw. 


Cet examen des valeurs limites pour les périodes doit étre com- 
plété par celui de la valeur limite pour la fonction pw. 

En supposant, comme précédemment, que @, et e; convergent 
vers — a, €2 vers2a > 0, la définition 


| ee 
pu VI(Y) 
donne, a la limite, 
ao dy 


u = 


pu 2(y + a) Vy —2a 


Prenant une nouvelle variable d’intégration 2, posons 
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nous aurons 


uv3a = Boe = AO COTA, 
oy, apex 


. “PRT; . 
Cet arc est compris entre o et x si, comme on le suppose dans 


la définition par Vintégrale, pu est supérieur a @ et le radical 
positif. Nous avons donc 


pu—2a= 3a cot*?u V3a 
ou encore 


3a 


pu=—a+ — — 
sintu 3a 


Mettant ce résultat et les précédents sous une forme analogue a 


celle qui a été employée (Chap. 1) pour le cas du discriminant 
positif, nous avons 


QO = 0h, C= DOR SC Ey = ES 
3 23 
A= g}—o7g}=0, eye; =—Fe, = — —; 
282 
3 23 "3 I zon 289 
§&3 50, pu= ee ——) =: 5 OLS ee? 
5 2 eo jf 9S 


Ss 
2§2 282, 5 983 
sin? u 
282 


formules de tout point semblables a celles du Chapitre I, ot le 

discriminant tendait vers zéro par des valeurs positives. A cause » 
de ce fait, il est évident que les formules du méme Chapitre, rela- 

lives au cas 93 <(0, s’appliquent encore ici, sauf échange de 

€y el e3. 
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CHAPITRE IV. 


PROPRIETES COMMUNES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES, QUEL QUE SOIT 
LE SIGNE DU DISCRIMINANT. — MULTIPLICATION. — INVERSION. 


Développement de pw suivant les puissances ascendantes de w. — Remarque sur 
la notation des périodes. — Multiplication de ’argument: multiplication par 2 


2 


— Multiplication par 3. — Multiplication par un nombre entier quelconque. — 
Calcul dela fonction |, (uw). — La fonction y,,: son calcul par une formule ré- 
currente. — Cas ol m est un nombre composé. — Théoréme sur la fonction y,. 
— Sur les racines de Ja fonction p”w. — Racines de p”u quand le discriminant 
est positif. — Racines de p”w quand le discriminant est négatif. — Sur l’équa- 
p u—p'ev 


tion piu = c¢. — Sur une transformation de la quantité 
15 a9} OY 
a c 


— Autre 
transformation de ee ate 

pu—pe 
de l'équation du quatriéme degré. — Caractéres de réalité des racines. — Dis- 
tinction des racines par ordre de grandeur. — Variation simultanée de la va- 
riable z et de l’argument w. — Cas ott quatre racines sont réelles. — Cas ott 
les quatre racines sont imaginaires. — Cas ot deux racines sont réelles et deux 
imaginaires. — Inversion en quantités réelles. — Autre forme de Vinversion, — 
Cas ot' le polynome est du troisieme degre. 


- — Inversion des intégrales elliptiques. — Racines 


Développement de pu suivant les puissances ascendantes de wu. 


Ce développement ne peut pas étre obtenu par la série de 
Maclaurin, puisque pw est infini pour w == 0. Nous avons vu, dans 
le Chapitre précédent (Jnfinis de pu), un moyen de trouver le 
premier terme de ce développement. Il consistait & employer la 
formule d’addition, exprimer p(u—¢) par pu et pe, a supposer 
dans cette formule w= » +- z, et A développer, au second membre, 
le numérateur et le dénominateur suivant les puissances croissantes 
de z par la formule de Taylor. On s’est borné au premier terme, 
mais il est clair que cette méthode permettrait de trouver autant de 
termes qu’on voudrait. Les calculs seraient fort laborieux. 

Cet apercu montre toutefois qu’il existe, pour pu, un dévelop- 
pement suivant les puissances de w, a exposants entiers et crois- 
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-sants, dont le premier est — 2. Soit (a cause de la parité de pw) 


a ! Dyer Y ! 2\—2 1 
(1) Duy = + Cy-+ Col €3Ut-+-.-. + GU eae 


U2 


ce développement; cherchons les coefficients, par voie de récur- 
rence, en nous fondant sur la propriété 


(2) pu =12 pup u. 


Il résulte de la 


’ 2 — 

Pt 2A 4c,us+...+ (2A—2)e, wr Boe oe, 

" 6 2 id 9 =k 1 

piu 2c, 12e3 eet (2 N= 9))\( 2,3). hae, 

m 24 \ 2)—5_1 
Ni ar +240, --...<-(2A4—2)(2A—3)(2A—A)o, WS... 


Substituons dans Végalité envisagée, et égalons terme a terme, 
dans p”wet dans 12 pu p'u, les coefficients des puissances sem- 


1] x . 
blables de uw. Les termes en 7g ont méme coefficient. L’absence du 
T . . , 
terme en —, dans p” w exige que l’on ait c, = o. Cela étant, le terme 


I ° 
en > manque dans 12 pup'u, quel que soit ¢2, et enfin les termes 


en uw sont égaux quel que soit ¢;. 


On trouve ensuite une formule récurrente entre les coefficients 
successifs : le terme en w?\~* a pour coefficient, dans p” w, 


(24 —2)(2k—3)(ak—4)e, 
et, dans 12 pu p'u, 
a4[(A—1)e + (X—3)ege, , FO 4)ese,_ +... e C2—¢) | 
= 24(A—2)e) + 12(A—2)(ce:¢,_,- e3¢,_,+ eye, 
D’ailleurs 
(aX 2) Gl 3)(a) — 1) — oh Oe OO ee 
Par conséquent, voici la formule récurrente ott i est expressé- 


ment supposé supérieur a 3: 


2 
o 


(3) g= Gane (€2¢)_, + 30) 3+ CyCy_ +... +) 503+ 6)_, C2). 
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Pour déterminer les coefficients cy et ¢3, il faut recourir a la 


relation 
pru = 4p u— gs pu— gs. 


C’est, en effet, Pintégrale seconde de l’équation différentielle (2). 
A ce point de vue, g» et g'3 sont deux constantes arbitraires, qui, 
dans la série précédente, sont remplacées par les constantes ¢ et ¢3. 

En poussant les développements jusqu’aux termes indépendants 


de uw, ona 
Rik 4 
4peu =o a 3¢,u* + 3c3u%—+...), 
& if §2 
— gopu= —(...— SS u'....... 6 
BrP UR al 7 ; 
if ao 
4 53 
ey oe ee eee he — ub 
2 a 4 ) 
4 
19 ), 
Re arg. — 2c¢,u*— 4c3u...). 


De la les deux équations 


oO 
ay &2 ‘ 83. 
ee ee —4ce3=3¢3 ane 
d’ot résulte 
§? 83 
Cgo= => C= = 
z 20 : 28 


; 283 phase 382 83 83 
Jo ae ceyar eee . Mae Se lhe — 
Dongle Oe gp alk Ty \O*.9%.f4.03 28.36 58.13 
9 g 


I 8283 
ps aS U2 u* ue - us 
ee? ; " 98 SPEDE SX RR i 


On ne manquera pas de remarquer que Vhomogénéité est tra- 
duite dans ce développement par la forme des coefficients. 

Quant a la convergence, il est clair que ce développement ne 
saurait, par sa forme seule, en faire trouver les limites. Mais le 
théoréme de Cauchy, appliqué a la fonction pw, fait connaitre les 
limites de cette convergence; a savoir: dans le cas du discrimi- 
nant positif, la condition de convergence est que la valeur ab- 
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solue (') de u sottinférieure a la plus petite des deux quantités 


r 


2W . - * y 6 See 
20 0u ——> et, dans le cas du discriminant négatif, a la plus pe- 


! a Oy 
° : Seif 25 B Ws, \? 
tite des trots TUANIULES 2Ws, ; Bie Gy se (| =|) < 


Ces propriétés si cachées, et que nous révéle seulement la con- 
naissance acquise préalablement de la fonction pw, ne peuvent en 
aucune facon apparaitre dans le développement lui-méme. C’est 
pourquoi il ne saurait étre question de prendre ce développement 
pour base d’une généralisation de la fonction pu. Des formes de 
développement bien différentes serviront a nous faire atteindre ce 
but. Pour le moment, il suffit de considérer le développement (4) 
comme on fait dans les éléments du Calcul différentiel; c’est 
une formule d’approximations successives de la foncuion pu, quand 
uw est suffisamment petit. 

Ace point de vue, le développement (4) pourrait étre envisagé 
comme permettant d’établir avec facilité une table des transcen- 
dantes pu et p'u pour de petites valeurs de w. On passerait ensuite 
de la & toutes les valeurs de w par les formules d’addition, ou en- 
core par la multiplication de Vargument. C’est cette derniére 
théorie qui va maintenant nous occuper. 


Remarque sur la notation des périodes. 


A partir du présent Chapitre, nos raisonnements porteront trés 
souvent, a la fois, sur les deux cas, du discriminant positif ou né- 
gauf. Il en sera toujours ainsi quand le contraire ne sera pas 
mentionné. Dés lors, il y a lieu de s’entendre sur la maniére de 
dénoter les périodes. 

La coutume ne permet de renoncer ni a la notation (w, w’) que 
nous avons employée pour les discriminants positifs, ni a la no- 
tation (,, 3), dont nous avons fait usage pour les discriminants 
négatifs. 

Nous conserverons ces deux notations, que nous emploierons, 
pour ainsi dire, indifféremment dans beaucoup de cas. Il est méme 
utile de les entendre, dés a présent, d’une maniére générale. Nous 
conyiendrons donc, toutes les fois que le contraire ne sera pas dit 


(1) La valeur absolue Vune quantité imaginaire, c’est ce qu’on appelle com- 
munément son module. 
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expressément, de désigner par w, w! et w= w+ w/, trois demi- 
périodes quelconques, que le discriminant soit positif ou négatif. 
Et lon ne devra pas perdre de vue qu'une demi-période est un ar- 
gument qui rend nulle la fonction p’. 

Dans les cas ot l'on voudra mettre en évidence les valeurs de p 
pour chacune des demi-périodes, on emploiera de préférence la 
nNolauon W,, 3, Wz= W,-- 3, quel que soit le signe du discrimi- 
nant. 


Multiplication de Pargument; multiplication par 2 ('). 


Puisque p(w + %), ainsi que p(u+ 9), s exprime en fonction 
rationnelle de pu, p'u, pv, p’e, la conséquence immédiate, re- 
lative a la multiplication de Vargument, consiste en ce que, n étant 
un nombre entier, p(nu) s’exprime en fonction rationnelle de pu 
el piu. 

C’est la composition de cette fonction rationnelle qu'il s’agit 
d’étudier. 

Pour obtenir p(2wz), prenons la formule 


pe—pu\2 
pe—pu 


Dil = i =p (ue 1) a 
& I urges ‘ 7 wes 4 : 


En y faisant conyerger 9 vers uw, nous devons remplacer, au 
: , 10) 
second membre, le rapport qui se présente sous la forme = par le 


rapport des dérivées. Nous aurons donc 


(5) oputp(2u) => Pe D2 Ee ace : 
Oy ) eae = => O 
J J A\p a A\ pu 
De la résulte 
l L 2 j . 1 2 
PO) OD 2) NOVAS EY OU Mare era es 
(6) p(2u)= a RE SOE ae ; 
4 peu 82 pu S3 


Nous écrirons de préference cette formule ainsi 


5 maeSO ee 2 
Nee pa = Splu+ $8 put 3e3pu+ies3 
j P p2u 


Le polynéme numérateur, changé de signe, est le troisiéme 
d’une suite indéfinie que nous allons bientét connaitre; ces poly- 


(*) Voir aussi Chapitres VI et EX. 


(9) 
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ndmes seront désignés par la notation (uw) avec un indice mar- 
quant le rang de chacun d’eux. 
Posons, dés a présent, 


vi(u) =I, Yo(u) =—p'u, 


3 ‘ 1 
b3(u) = 3ptu— 382 p'u—38spu—7TEsys 


(7) 


i) 


et écrivons, d’aprés cette notation, 


(8) D2) — pil = = 


Multiplication par 3. 
Passons 4 p(3w). Par la formule daddition 


o(pupe—teo)(pu+tpe)— es 


(pu—pe) 


p(u+e)+p(u—v)= 


nous obtenons, en faisant » = 2u et substituant l’expression de 
p(2u), 
jO(BU)) = Os = 


4 


2[(p2u — 4 g>)p”? u—t,pul(apup2u—%b,a)— ga p'tu 


V3 


En retranchant 2pu aux deux membres, on voit apparaitre, au 


numérateur du second membre, le facteur p’? wz, et il vient 


p?u(p*u— v3 p”u) 


Y3 


p(s3u)—pu= 
Posant, suivant la méme lol, 


U,(u) = p'u(pu—bs p”u) 
=p'u(—2psu+ 3 g2ptu+ 10g3 piu+3 g3 p?u+ soog3put+si+y 

nous écrirons 

bobs 


Sans aller plus loin dans ces calculs directs, rendons compte 
de la composition des expressions trouvées pour p(2u)—pu et 


p(3u) — pu. 


(10) p(su)— pu=— 


wre 


Multiplication par un nombre entier quelconque. 


En premier leu, p(nw), étant exprimable rationnellement par 
pu et p’u, aura la forme A+ Bp’u, ot A et B seront rationnels 
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en pu. Mais p(rw)est une fonction paire de wu, comme pu, tandis 
que p'u est impaire. Donc le terme Bp’ wn’existe pas. Done p(nw) 
est une fonction rationnelle de pw seulement. 

En second heu, si lon envisage p(nw) comme une donnée, et 
pu comme une inconnue, il y aura pour cette derniére n? valeurs 
distinctes. En effet, soit p(rw) = pa. Hen résulte 


nu =X“ a+ 2,0, + 273033 
(ou, pour w, les valeurs en nombre infini 


a 24 2123 
(11) Oi ema = Ww, 3; 
n Ie nr 


les entiers m, et m3 étant arbitraires. Si Pon donne a m, et my 
toutes les valeurs 0, 1, 2, ... ( —1), et qu’on prenne le signe 


a : : 
+ devant ~; on a ainsi des arguments en nombre n?. Pour deux 


quelconques d’entre eux, 


Oe Di 2M 
u= a Wy + W3, 
n n n 
(12 F 
7 GO Die 27's 
t= t Or = W3, 
n nr n 


ni la somme, nila différence n’est une période : la somme, a 
i 24 é : rs cue Brae 3 
cause de la présence de =? qui est indéterminé; la différence, 4 


cause de ce fait que (m,— m’,) et (m;— m',) ne sont pas nuls 
tous deux, et qu’aucun d’eux, s’il n’est pas nul, n’est multiple de x, 
les quatre nombres mz étant moindres que 7. 

Tout autre argument U, déterminé par la formule générale (1 1) 
donne lieu a Ja méme détermination de pU que l'un des arguments 
u précédents. En effet, si d’abord on prend 


a 2M, 2M; 
m= W) + W3, 
n 


Tv Vt 


on peut trouver m, et m3, compris entre zéro et (7 —1), de telle 
sorte que M,-+ m, et M; + ms; soient tous deux divisibles par 7. 
Cela étant, U + wu est une période. Donec pU= pu. 

Si, en second lieu, on suppose 


; a 2M 2M; 
U=- + aviv 3, 
n nv 7D 
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on peut aussi trouver m, et m,, compris entre zéro et (2 — 1), de 
telle sorte que M, — m, et Ms — ms soient tous deux divisibles par 
n. Alors U — u est une période. Donec pU= pu. 

Il est done prouvé que, p(nw) étant donnée, pw a n? valeurs 
distinctes, précisément. 
F(pu) 
D(pu) 
Soit p(nu) =p, donnée arbitraire. Il est établi que l’équation 
(a) — p®(x) = oan? racines distinctes (réelles ou imaginaires). 
Aucune de ces racines n’est multiple, » étant indéterminé, Au cas 
contraire, en effet, une telle racine apparuendrait a l’équation dé- 
rivée et, par suite, annulerait F &’— ®F’ et serait indépendante 
de ». Elle devrait done annuler F et ®, et la fracuon F; ® ne se- 
rait pas irréductible. Done F(#)— p®(2z) est du degré n?. 

Dans les deux exemples calculés (n = 2 et n = 3), on a trouvé 
effectivement un numérateur F du degré n?; le dénominateur était 
de degré moindre; en outre, ce dénominateur, dans le cas n = 2, 
était p’2u; dans le cas n = 3, c’étail le carré d’un polynédme du 


La quantité p(w) est une fonction rationnelle en pu, 


troisiéme degré. Ces circonstances s’expliquent aisément. 

Si lon suppose wu infiniment petit, pu et p(rw) sont infiniment 
grands, tous deux du second ordre. Donc F: © est infini duméme 
ordre que pw; donc le degré de ® est inférieur d’une unité a celui 
de F. 

Les racines de ®(z) correspondent aux autres infinis de p(nuw); 
ce sont les valeurs de wu égales 4 un des arguments ¢ suivants 


2M, 2723 W3 


n n 


ce sont les n*™ parties de périodes. Quand wu est infiniment voisin 
de ¢, p(nuw) est infiniment grand du second ordre. Done ®(pz) 
est infiniment petit du second ordre. Comme ®(p¢) est nul, la 
partie principale de ®(pw) serait (u—v) ®'(pe)p'r, si ®(pu) 
devait étre du premier ordre. Mais, puisque ®(pw) est du second 
ordre, il faut que ®'(pe) p’e soit nul. Le second facteur p’ est 
nul si yest une demi-période. Dans le cas ot n est un nombre pair, 
cette circonstance se présente en effet, si l’on prend pour m, etm; 


les nombres zéro oun; et ® contient alors le facteur p’? wv. Quant 


P( pu) : 
“> ence cas, ou aux racines de ®(pw) dans 


aux racines de 


2 uy 
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le cas ol. n est impair, elles laissent p’¢ différent de zéro. Donc 
®'(pe) est nul, et ces racines sont doubles. Donc, sin est pair, le 
dénominateur ® est le produit de p’?w par le carré d’un polynéme 
entier en pu; sin est impair, ® est un tel carré. 


On a vu tout a lheure que ®(pw) est du degré n?—1. Si n 


: : 2 p , n2— h 
est pair, la racine carrée de —— est alors du degré 
? pu 5 2 


n2—yI 


; sl 7 est 


impair, la racine carrée de ® est du degré 


ou de 


Achevons de préciser ce polynéme, racine carrée de =, 
? p2u 


®, eny fixantle coefficient de la plus haute puissance de pu, comme 
il suit ; 


fs nih 2 
i ir ® = p2 earl ye 
si 7 est pair, De 20 SHG OUR) 2 alens et 


? 


n2—{ 2 
siz estimpair, ® = ae u) 2 +.,., | A 


Appelons ¥,,(w) la racine carrée de ®, ainsi déterminée : 


| n pair, U,(u) = pu [ee cen | 
(13) ( 


n2—| 
| mimpair, U,(w)= eerste . 


Le choix du premier coefficient a pour effet, comme on voit, 


d’attribuer, dans les deux cas, 4 4,(u), quand w est infiniment 


nr 
yet ; 


peut, la partie principale 

Voici donc établie existence et connue la nature d’une fonc- 
tion ,(w) dont les racines wu sont les niemes narties de périodes. 

Si maintenant nous envisageons, au lieu de p(nuw), la différence 
p(nu) — pu, quia, comme p(nw), le dénominateur 47 (uw), lacom- 
position du numérateur apparait immédiatement. Effectivement, 
pour que p(nw) — pw soit nul, il faut et il suffit qu’on ait 


nu = = U+ 2M, 1 + 27233, 


c’est-a-dire l'un ou l’autre des deux cas 


2m 2™Ms 
= — 3 
Fa a eee 
2M, 127723 
C—=—— = t V3 
a j= il 


Les racines du numérateur correspondent done aux (n+ 1)*™° el 
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aux (m—1)®*™S parties de périodes. Si n est un nombre pair, 
(n+ 1) et (n —1) sont premiers entre eux, et ces deux groupes de 
racines n’ont aucun terme commun. Donc le numérateur doit se 
composer du produit ¥,44(W)%p_1(w). Sin est un nombre impair, 
les demi-périodes appartiennent a la fois aux deux groupes; mats 
alors la dérivée de p(nw) — pws’ évanouit quand wu est une demi-pé- 
riode, et chacune de ces racines est double. Done encore le numé- 
rateur content le facteur Yp,,(w) Yp_1(w). Dans le premier cas, 
Ung y eb Yp_, sont tous deux des polynémes entiers en pw; leurs 


n-+-1)?—I n—t)?—1 : ; 
( ae ( - , dontla somme fait 22. Dans 


degrés sont 
le second cas, chacun d’eux contient le facteur p’w, et le produit 
est encore un polyndéme entier en pu, ayant pour degré 
CU SORE Ae NGTa et) aa ee 

2 2 


Comme nr? est précisément le degré que doit avoir le numérateur, 
on voit que ce numérateur est 4,4,(w)%p,_,(w), sauf un facteur 
constant. 

En dernier lieu, ce facteur constant nous sera connu par lhypo- 


these: wu infinrment petit. La parte principale de p(nw) —puest 


I I 7 9 m2 : } 
te - ) -;+ Celle de ¥7(u) est aay? Celle de bigs (uw) dr_s(u) 


\ 72 u? 
nt n—t n?—tI : aes Ure Oh 
esl asin ete es La partie principale de ae est 
1 1 I T i ‘, , 
done —;— — = -—1})-—- Done le coefficient est égal a 
n= uw? n2 u2 5 
—1, et on a généralement 
(if) pCnu)— pu = — Ynsa (te) Yo—s (Us) 


bale) 


Calcul de la fonction ¥,,(w). 


Pour avoir enticrement épuisé la question, il reste maintenant a 
calculer la seule fonction 4, (w), dont nous connaissons déja Vex- 
pression jusqu’a n = 4. 

Dans la formule d’addition déja employée pour calculer p(3w), 
savoir 


a(pupeo— +) (put+pr)—gs 


(pu— per) 


p(u+e)+p(u--¢)= ; 
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remplacons wv par mu et ¢ par nu. Supposons maintenant qu’on 
mette pour les fonctions leurs See en pu, alors le premier 


membre a pour dénominateur v; Quant au second membre, 


aS Ym- —n* 
son dénominateur est (Ymyi Umi U2 — Yagi Uns 2, )?. U doit donc 
Ni avoir proportionnalité entre ces deux polynémes, dont, nous 
allons le reconnaitre, les degrés coincident. Cependant, pour pou- 
voir l’affirmer ainsi, il faudrait examiner avec soin s’il n’existe pas 
de réduction dans les deux termes de la fraction. Nous éviterons 


cet examen en comparant directement les deux fonctions 


\ 2 2 
Ween Yn-—n et Unv4 Um—1 V2 mae Vrv1 Vn—1 Ur 


Ce sont d’abord deux polynémes entiers en pu. En effet, pour le 
premier, (7-7) et (m— rn) sont de la méme parité; pour le se- 
cond, m-+-1, m—1 sont de méme parité, ainsi que (m-+1) et 
(77 —1); par conséquent, p'w ne figure ici qu’au carré et disparait. 

En second lieu, le terme du plus haut degré est, pour le premier, 


(m?— n?)(pu)r'tr*—!, Le terme correspondant est 
Powe Wyre AU cows c - (m2—1) n2(pu)retret, 
» Ucn sipno os ov one (n? —1)m2(puymrrn el, 


et, pour le second polynéme, (m?— n?)(pu)'t?—! comme pour 
le premier. Il suffit maintenant de reconnaitre que ces deux poly- 
ndmes ont les mémes racines pour reconnaitre leur égalité. Or le 
premier s’évanouit quand (m+ n)u est une période. Quand il en 
est ey on anu == mu(') et par conséquent t? = v7 ; ona, de 
plus, aah, = coe eli Ce es Um—1 S1 NU = mu; Si, au contraire, 


on anu =— mu, ilen résulte b,_, = Uy. Pa 21a Done 
le second polynéme a toutes les racines du premier. 

Si m et n sont impairs, les demi-périodes apparuiennent aux 
deux groupes a la fois; mais il y correspond des racines simples 
pour le polyndme en pw. D’autres racines, appartenant aux deux 
groupes a la fois, existent si (m-—+ 7m) et (m—n) ont un facteur 
commun, c’est-a-dire si m et 2 sontmultiples d'un méme nombre vy: 
une telle racine correspond a une yi™® partic de période. Elle est 
double dans le pe oe polyndme, mais elle lest aussi dans le 
second; car ¥?, et U? sont tous deux divisibles par 4). 


(’) Cette notation a = b, empruntée a l’Arithmétique, et qui s’énonce a congru 
ou equivalent a b, exprime l’égalité a des périodes pres. 
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Le second polynéme ayant toutes les racines du premier, ayant 
pour racines doubles celles qui sont doubles pour le premier, ayant 
le méme degré et le méme premier terme, coincide avec lui. Ona 
done cette égalité 


(15) Um+nYm—n = Un4 Vmn—1 v2 esi Vnv4 Vp v2. 
Soit, dans cette égalité, m —=n-+-1, el nous aurons, a cause de 
Yi=t, . 
(16) Von+t = Une v3 ae Un—1 UB sn 5 
changeons menn-—+1 et nenn—t, et nous aurons, a cause de 


be =— pu, 


YF P 2 
(17) Yan = — i (Yaeaha — Una Vier) 


Nous avons par (16) et (17) deux formules récurrentes extréme- 
ment simples pour le calcul successif des fonctions 4, ; elles peu- 
vent servir a partir de 4;. Ainsi la premiére, avec n = 2, donne 


! 
bo= 493 — 3 =— p8up— Y= = pul es 


La seconde, avec n — 3, donne 


1). | 2 
bo Shab v)=—pude[te— (3) ], 


pu 


ee i, ; ; ; 
ot il faut se rappeler que oe est un polynome entier en pu donné 


précédemment. Les autres fonctions 4, se calculent successive- 
ment sans difficulté. 


La fonction y, : son calcul par une formule récurrente. 


On peut condenser le calcul en substituant aux fonctions Up cer- 
taines combinaisons qui, d’ailleurs, interviennent naturellement 
dans plusieurs applications. Posons 


n?—1 


(18) SP, OSE 


on aains! y;=1, Y2=1. La formule (15) s’applique aussi a Y 
comme a 4, 


(19) Ym+nYm-n = Ym+1%m-1 v8 — Ya+1Yn-1 Yn» 
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el, par conséquent, on a aussi 


(20) \ Yoni = se Mere Vine peas 
Yan = Val Yn+2 Ves are ae 2 Area) 
Si lon fait maintenant 
v=}, Po Oa) 
on aura successivement 


Ys =y — Dz, 


He 
Yo = «2 (y—a—y*), 
ee One? ims”, 
(21) ie IY 2) oa yeay? |, 


ae 
Yo =a yy — fy) — (y — @ I, 
Yo=(y— 2) [yay — 2? — y?) —a(y —a#-—y?)’], 
t Yu = (ey — 22— 8) (y—z)3 xy (y—x£ Da): 


Généralement, si n n’est pas divisible par 3, Yn est un poly- 
nome entier en x, vy; si n est divisible par3, y, est le produit de 


| 


a* par un tel polyndme. C’est ce qu’on voit par les formules ré- 
Sgt 5 z hoe 
currentes, d’aprés lesquelles y, est entier en x° et y, et d’aprés la 


forme (18) de yp, quiest ourationnelle sin est premier avec 3, ou 


ae ee 
rationnelle, sauf le facteur 3, si n est divisible par 3. 
La considération de y, fait, en derniére analyse, disparaitre en- 


tiérement les fonctions elliptiques, et l’on a le résultat suivant: 
4 


Avec les valeurs mibliales (== y,——1, 7, = 2", y; = 7, 61 Von 
calcule par les formules (20) une suite indéfinie de fonctions y,, : 


1° ces fonctions sont des polynédmes entiers en x et y, sauf le 
4 
facteur x’ quand n est divisible par 3; 2° sin est divisible par y, 


Yn est divisible par y,; 3° elles satisfont a la formule (19). 
Il y améme des formules plus générales que (19) et qui s’en 
nf P § 1 9 q 
peuvent déduire tant pour les fonctions 4, que pour yp. 
On peut écrire cette égalité (19) sous cette forme 


Ym+tnYm—n __ {m+1{m-1 Yaoi Yn-1 —M N. 


oa 2 


2 api 2 2 
Ym ra Ym Yn 


Les quantités M et N contiennent : la premicre, le seul nombre m; 
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‘ a. rig 
la seconde, le seul nombre n. Si donc on considére une suite d’in- 
dices m, n, p, J, ---, il y aura, entre les fonctions, telles que 


Eva iva cE 2 ,, A 
isn in" avec ces divers indices, des relaions correspondant aux 


ap 2 a2 
Yin Yn 


identités entre les différences composées avec M,N, P, Q,.-. 
Par exemple, avec trois indices, Videntité 


(M—N)+(N—P)+(P—M)=0 
donne la relation 
(22) Ym+n {m—n Yp + Yr—p {n+p Yin — Yp—m Y p+m Yi = 9, 


dont (1g) est le cas particulier p=1. 
Avec quatre indices, lidentité 


(M—N)(P=Q)-2(N = P)(M = 0) (==) (N— 0) =o 


donne la relation 


Ym+n Ym-n\p+¢q \ p-q 
(@s)) 


 Yntp \n—p Ym+q Ym-¢ + {p+m Yp—m Yn+q {n—-¢g = 9; 


dont la précédente (22) est le cas particulier g = o. L’identité 


(M = IN) 22 (NSP) (Pe) =e (OMe 
donne aussi 


® 2,5 - 2 «2 
Yn-+n Ym—n Y p 14 + Yn—pYn+p iq Yin 


(24) 


4 2 2 a Ae = 
+ Yp-¢ \p+a Ym Yao Yq—-m Yqem 08 Vs = Oy 


Cette derniére peul se déduire d’ailleurs de (22). 


Cas ou n est un nombre composé. 


Ces formules fournissent divers moyens d’abréger le caleul quand 
on veut parvenir a une fonguion y d’indice donné sans passer par 
toutes les précédentes. Par exemple, si Vindice est composé de 
plusieurs facteurs, on peut mettre facilement en évidence les fac- 
leurs correspondants de y. En supposant dans (22) m= az, 
n= ba, p= ba—(a-+ b)8, on ‘aura 


Yia--b)ax Yat+b)a 5 
= a a (ba—(a+b)B ! 


Ya Yutb Vo 
__ Y(a+b)(a-B) we 
Ya+b You 


9 
a Yiat+h)B [Yan 
) (G20) Otc (2-1-0) 0) eee t 


2 
ae: tes ) Y2ba-(a+b)B- 


CHAPITRE IVY, — PROPRIETES COMMUNES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES. 100 


Par exemple 


Oo Dye 3 Bie ts 


Vis of Y10 (2) "1 Gale 
Ys 73 Y4 Y3 Is 13 (4) 
ab 
ts = 08 (y — ov) [72 (ay— 22° —y9)-— wy — w —y))] 


<[(y-Dex—y)—ay"] (y—2—y)? 
—[y3(y —@ —y*) —(y — 8} (ay — 279) !, 


tandis que la formule (20) donne, sans mettre en évidence le fac- 
teur (y — 2), | 


Ys= oe 


ay — 8 — 9) Ly8(y — 2 —y2) —(y — 23] 
| 


—(y—a2—y* [ly —2) (22 --y)— ay? By (- 


Théoréme sur la foaction 7». 


Il y a manifestement un autre moyen de calculer les fonctions 
(indice composé; car, pour obtenir p(nmw), on peut employer 
la multiplication par n, appliquée a Vargument mu. Il résulte de 
la une relation entre ¥,,(mw) et Umn(u). Afin d’obtenir explicite- 
ment cette relation, observons d’abord que ¢,,(mw), exprimé en 
fonction de pu, exige, pour étre ramené a la forme entiére, d’étre 
multiphé par ¥,,(w)"'. Le polynéme ainsi obtenu a pour racines 
les fonctions p des nmi*™® parties des périodes; mais les mi'™* 
parties de périodes sont par 1a éliminées. Le produit ne donne 
done pas Ymp(u), mais cette fonction débarrassée du facteur 
Um(w). En restituant ce facteur et comparant les termes du plus 
haut degré de part et d’autre, on obtient la relation 


(25) Dl 2) = yl pe) ial Nec 


Mais la considération des fonctions y permet de conclure plus 
TAM i 
neltement encore. 

Le caractére commun aux formules (22), (23), (24) et a toutes 
les analogues consiste en une double homogénéité. Il y a d’abord 
homogénéité par rapport aux fonctions y, puis homogénéité par 

g 
rapport aux carrés des indices; car, dans une méme formule, le 
nombre des fonctions y él la somme des carrés des indices ne 
varient pas d’un terme a Vautre. Les formules subsistent donc si 
Pon y remplace les fonctions par des combinaisons présentant ces 


mémes homogénéités. 
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Formons la combinaison 


n2—h n?—1 


iN F Ae 
(26) On=YpnYp? Yap? 5 


qui est du degré zéro pour ]’une et l’autre des deux homogéneéités. 
Considérons les deux cas particuliers 43 et 6,, et posons 


r N¢ Ci 
2 = Wik, = O%- 


Remarquons, en outre, que l’on a 6;= 62=1. Dans la for- 
mule (22), par exemple, supposons remplacés m el n par mp et 
np, et mettons les 6 au lieu des fonctions y. La formule subsiste 
et devient 


N NN \ v in} IND) ny Nn No a 
Om+n 9m—n — Pn—-1 Ont+1 Pm — 9m—19°m+1 On = 0, 


en tout semblable 4 la formule (19), sauf changement des lettres. 
D’ailleurs, les valeurs initiales sont les mémes pour des 6 que pour 
? 
les y. Donc : 
Si, dans Vexpression de yn par x et y, on remplace x et y 
par et n, savoir 


: v3 ad 
(27) p= Url, 


ny ay & 
a ee 
27 Dl Se ad, 


Y3p Yep 
cetle expression se change en celle de 


ni—h ni—l 
3 . 


N « 
On =YnpYp? Y2p 


On remarquera les expressions de £, 4, 6, en fonction des 4, 
savoir 


re uae aut y 3p P Vip Yi 
On = YapYp* Yop? ) GS Sas = “Us, : 
T2p 2p 


elles ne different des précédentes (26) et (27) que par le change- 
ment des lettres. 
Sur les racines de la fonction p" w. 
D’aprés l’expression de pu 
p’u=6 p2u—}f go, 


on voit que les valeurs de pu, correspondant aux racines de p" w, 
sont 
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L’étude de ces racines et de plusieurs questions connexes est utile 
pour les applications; nous allons la faire. Le lecteur désireux de 
connaitre d’abord la théorie générale pourra, dans le Chapitre 
actuel, laisser provisoirement de cdté tout ce qui va suivre. 


Racines de p’u quand le discriminant est positif ('). 


D’aprés A= 93 — 29g? > 0, on voit que g» est positif; les 
deux valeurs de pw sont réelles; posons 


I S2 I 82 
(28 ) NY == = Ze Wy =—— = te 
: ee 2 3 per 2 3 
Il en résulte 
(p'%o)?2=— 3 a S35 (pee) 2 —— 2a ee ee 83> 
(p'vo.p'e1:)? =— sy A <o. 


Le produit de (p’¢))? et de (p'y,)? étant négatif, il s’ensuit que 
(p’v1)? est positif, (p’v,)? négatif; donc p’, est réel et p' vo pu- 
rement imaginaire. Mais po, est négatif et pv, positif. Done pr, 
est dans l’intervalle (e3, e2) et pv dans Vintervalle (és, e,); %) est 
de Ja forme a+ w’, a étant réel, et v) de la forme ta +, & étant 
aussi réel, le tout, bien entendu, a des périodes prés. 

D’aprés le théoréme d’addition (I, 25), on a 

p'u-+p'2u ‘ p(ute)—piu_ pu 


(29) oi a ee yen p(u+e)—pu plu 


Si l’on y suppose w= ¥) ou = 9, le dernier membre étant nul, 
on aura 
p' 2% =—Pp' vo, p'20,=—p'?. 


Cette propriété nous conduit a examiner de plus prés la duphi- 
cation de ces arguments particuliers. Pour calculer poy, au heu 
de recourir a la formule générale, ce qui n’offrirait d’ailleurs au- 
cune difficulté, prenons cette méme égalité (29) dont les numéra- 


(*) Dans ce paragraphe et les suivants, ot Ja distinction est faite entre les deux 


signes du discriminant, la notation des périodes est celle des Chap. I, HU, Il. 
U7 if 
Awe Oy : W9 P 
Ainsi, pour A>o, wo et Fi sont réels; pour A <0, w, et = sont réels. 
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teurs, aux deux membres, deviennent nuls quand wu converge vers 
ry ou vers 9;. Il y a donc, a ces limites, égalité entre les deux 
membres, si l’on remplace les numérateurs par leurs dérivées 


" " m 

YP+ApP 20 exe) 
J Beste — Bes = 12) pV, 
OO =— 1a’ pe 


el, puisque p’ = 0, on obtient, en mettant, au lieu de ap"2°, 
LD) a 
12p?(29) — £o, 
12 p22” — g2=12 p20 — 12 pe par, 


mais 
12 pe (Oe 825 


on peut done écrire 
0=12p229+12py.p2 — 24 p29 = 12(p2e + 2pe)(p2v—peP). 


Le dernier facteur n’étant pas nul, il s’ensuit 


5 
72 


/ 
i) SS = DAD == / 
P2V9=—2PP=—h/ Fs 
3 


> ‘ ,— i S23 
Pe ice mabe, A me 


Nous pouvons maintenant préciser @ et 6. 
Ayant ¢,;=a-— o’, avec aréel, nous concluons de ce qui pré- 


céde 


(30), p2a——— a? Pie ree Pi eo Vi, ae i 2 — Bs. 


oa 


Le signe de p’, est arbitraire; prenons-le positif; alors p!2a 
est négatif, et 2@ peut étre choisi moindre que w. Ainsi, en pre- 
nant p'v, > 0, on aura 9, = a+! avec a réel et motndre que 
+w. Bien entendu, il y a, pour Péquation p"u = o, la seconde ra- 
cine u=— 9, le tout a des périodes prés. 

De méme, ¢)= 72 + w donne 


/ ae 
‘ , &2 ee ' : 82 32 
(3 prin —4/&, pina —ply=—ih/ B/S + gs. 


3 


\ : I 
D’ot la conclusion analogue : en prenant = p'v) > 0, on aura 
U 


3 r . I W 
9 = ta+w, avec aréel et moindre que art 
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Racines de p”w, quand le discriminant est négatif. 


Les calculs précédents s’appliquent encore, mais les conclusions 
sont différentes. 

En premier lieu, au cas g2< 0, ) et , sont des imaginaires 
conjuguées. 

Au cas g» > 0, le produit (p') p’r,)?, étant égal Aa — 4A, est 
posiuf; les deux facteurs ont donc un méme signe. Il est manifeste 
que ce signe est contraire a celui de 


rs 
6 3° 

Supposons Bie On oe 0; En ce Cas, Vy el ¢, sont, tous deux, 
réels. Nous pouvons prendre ¢) et ,; entre zéro et Ws; alors p'y 
el pv, sont négatifs, et p'2%9, p'20, sont positifs: donc 2, 2°, 


sont supérieurs aw. On a donc 
1 5 7 Z - 
q We 0 — PL We. 


Nous pouvons encore préciser en considérant la fonction 3 (1) 


T° 


pour les deux arguments ¢y) et 9,. D’aprés la relation 


Ua(w) 
vw V/L— sy, 
} ] Siri 
jointe a p2e = — 2 pe, nous concluons 


y3(e) = 3 pe pe. 


Comme p’? 9 et p’?”, sont de méme signe, et pro, pr, de signes 
opposés, on voit que U,(u) change de signe quand wcroit de vy a 


2172 Ws 


5 - La racine 


v,. Les racines réelles de 4;(w) sont de la forme 


2. W & 
2 se trouve donc dans lintervalle ¢y, 0, : 


2 - 
3 Wy V4. 
Supposons maintenant 


82 > 09, 83 = 9. 


On passe du cas précédent a celui-ci par l’échange de uw en tw; 
les conclusions sont donc les suivantes : Les racines ¢) el, sont 
purement imaginaires, et on peut les prendre ainsi 


’ 
V1 - Ws 


SS 


I 2 
De ie Ry Re g 


ELE) PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


Sur Véquation p’u=c. 


Cette équation joue un réle dans diverses applications; nous 
allons étudier ses racines. Les valeurs de pw sont fournies par 
Péquation 


(32) 4 piu— gpu— (sss c*) = 0, 
dont le discriminant est g3 — 27(g3-+ ¢?)?. Si ce discriminant 
est positif, les trois valeurs de pw sont réelles; s'il est négatif, 


une seule est réelle. Examinons les divers cas en disunguant sui— 
vant le signe de A. 
Soit d’abord 
AN as Sa GF Sn 


1° Supposons 


(33) 


i — OG fs AE ee en 


er) 


La constante c est supposée réelle, en sorte que c? ne peut étre 

inférieur a | — 3 3 — &3 |) qui est négatif, comme on l'a re- 
ro) 

connu dans l’avant-dernier paragraphe. La condition (33) se 

change donc uniquement en celle-ci 


oo £2 /& eras de 9 
Cae 34 ego Sa Pete 


Cet argument 9, est la racine de p’u, pour laquelle pw est 
compris entre @,, @3; par conséquent (p’¢,)? est le maximum de 
(p’u)? dans cetintervalle; puisque ¢ est supérieur 4 ce maximum, 
Vunique racine réelle pw) de (32) est extérieure a cet inter- 
valle et, p'u) =e étant réel, puy est supérieur a e,. Nous avons 
done une racine réelle wy (a des périodes prés), et deux racines 
imaginaires conjuguées Wy, Us. 

Quand pw croit depuis e, jusqwa + 0, pw croit toujours, 
puisque p"w ne s’annule pas. En considérant la partie réelle a 
de 9,(¢,= a@-+ w’), nous avons ici, d’aprés (30), 


prt = o> pa. 


Donc = wo (suivant le signe de ¢) est moindre que 2a. 
La somme des trois racines Uy, Uy, Ws fait une période, comme 
u résulte de la proposition générale (I, 25). 
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Comme uw, et uz doivent étre imaginaires conjuguées, et que la 
somme uy + U,+ Uz doit faire une période, on est assuré que la 


partie réelle, commune a wu, et U2, doit étre, ou bien — a ou bien 


Uo 


eee @. 
ice 


A cause de la continuité, on peut voir lequel des deux cas a lieu 
en supposant c? infiniment voisin de p’?(2a). Quand il en est 
ainsi, les deux racines w, et Ww. sont infiniment peu différentes. 
Sic est négatif, c est infiniment voisin de p'2@, wy de 2a. A cause 
de la relation (30) 


p'e1=— p’2a, 
on voit que w, et wz sont infiniment voisins de — », =— a+ w’. 
P ; u ; 
Donc, quand ¢ est négatif, u, et vw, ont la forme — = Bet) /4, 


Si, au contraire, ¢ est positif, wo est infiniment voisin, non pas 
de 2a, mais de — 2a, et la conclusion est la méme. 

Voici donc la conclusion pour ce cas : 

Le discriminant étant positif, quand on a 


(34) C= 3 \ 3 63) 


Véquation plu=c admet : 1° une racine réelle uy (a des pé- 
riodes prés), gut, étant prise entre —w et +, est, en valeur 
absolue, moindre que 2a (30); 2° deux racines imaginaires 
conjuguées,de la forme — $uy = iz. Ces deux derniéres coinci- 
dent (ala période 2w’ prés) entre elles, et avec + 9, (28) quand 
Vinégalité (34) se change en égalité. En ce cas, z devient égal 
5 att 


Gl Seo 


l 
2° Supposons, au contraire, le discriminant étant encore posiltif, 


Lo 
2 9 
2 o2 & 2 


(35) Cre ei) 3 as 


D’aprés l’allure de la fonction p’?u, rappelée tout a Vheure, il 
est manifeste que deux racines de (32) sont entre e; et es, et une 
troisiéme supérieure a e,. Donec, dans le cas de Vinégalité (35), 
Véquation pu == ¢ admet une racine réelle uy, qui, étant prise 
entre —w ef +, est, en valeur absolue, supérieure a 2a; 
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0° deux racines u,= oo! = 24, Uz=w'+ Ze, Ol 2, et 3, sont 
réels. 

On peut ajouter que z, et Z, ont pour somme — Uo, COmpren- 
nent entre elles == a (suivant le signe de c) et deviennent égales 
a + a==—4up, quand V’inégalité (35) se change en égalité. 

Soil, maintenant, 

A= 8} -- 2783 <0. 

1° gy <0. La quantité g} — 27(g3-+ c)? est toujours négative. 

L’équation piu =c admet une racine réelle uy et deux image 


é, u © . 5 A nae 
naires, de la forme — pane aan Al n’y a pas lieu de distinguer ict 
ome 


entre cette forme — < -7z et cette autre — - S25 @p owes CHit 
Ws + w), estune période, et une des formes coincide avec l’autre 
par le changement de z, puisque w, est purement imaginaire. 

2° 2) >> 0, 93 >> 0. En ce cas, p’u ne s’annule pour aucune 
valeur réelle de pu. Done p'w croit constamment quand pw varie 
dee, ’-+ #. Ll ne saurait donc exister qu’une seule racine réelle 
pude Véquation (32). Effectivement, g3 étant positif, la condition 
gi— 27(g2+ ¢?)? > 0 est incompatible avec A< 0. Done, en ce 
cas encore, l’équation p'u==c admet une racine réelle uy et 


° 2 e u ° 
deux imaginatres de la forme — — + 1s. 
. 2 


3° 2» > 0, g3<0. Ence cas, p’u, comme on J'a vu, devient 
nul pour deux valeurs de pu qui répondent a des arguments réels 
Po, 01 (Po < 01). Quand pu croit de ey A + 0, pu croit de zéro 
a p?e,, puis décroit jusqu’a p'?ey, et croit ensuite jusqu’a + cc. 
Si donc c? est compris entre p’?y» et p’?¢,, il y a trois racines 
réelles w. Si, au contraire, c? est moindre que p/? 9) ou plus grand 
que p’?¢,, iln’y a qu'une seule racine pw réelle pour (32); elle est 
supérieure a pv, dans le premier cas, inférieure a pe, dans le se- 
cond. Voici donc les conclusions : 


aT oe ao} z 9\»% r * 
St lon a g,—29(gs+c?)?>0, UVéquation plu =c admet 
trois racines réelles. Prises entre —w. et + Ws, ces trols ra- 


cines sont, en valeur absolue, séparées par ¢, et ¢y; la plus 


grande, en valeur absolue, est moindre Que 2(Wy—%y); la 


plus petite est supérieure & 2(w2 — ¢,), toujours en valeur ab- 
solue. 
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Si, au contraire, on a g} — 27(g3-+c?)?< 0, une seule ra- 
cine uy est réelle. Prise entre — wy et + Ws, elle est, en valeur 
absolue, ou supérieure & 2(w2— 9), ou inférieure & 2(Ws — %,). 


. . D5 oO, 
Le premier cas a lieu pour c? <— m y, a — g3; le second, 
aro §2 £2 polices dea : pag i 5 
pour ¢? > > V 3 — 8s. Les deux autres racines ont la forme 


Nous rencontrerons, dans une application, léquation p’u= ic, 
otc sera réel. La discussion n’exige aucune nouvelle recherche. Il 
suffit de changer, dans tout ce qui vient d’étre dit, 3 en — g3 et 
de multiplier les arguments par ¢. 


; ann (MIO 

Sur une transformation de la quantité a . 
Supposons que ¢ soitune racine de l’équation p'u= c. La somme 

des trois racines faitune période; on peut donc prendre pour deux 


des autres racines 


v ° 
Uy = — - +5, Ute 
2D 2 


On a ainsi un argument unique , 


° oa 
(36) Sent eS 9 
pour lequel nous allons calculer expression de la fonction ps. En 
vertu des deux relations supposées 
1) Oy S90 ty SO 


onaura par le théoréme d’addition et de deux manic¢res, d’aprés (36), 
la quanlité pz, 


1 


Vv 


7) 
pup — Pp’ - pe —p'- 
I oe |e 2 
BDO Ret 5k 5 ; A > 
puo—Pp- pu—p- 
D4 2/ 
(F) yi , iG 2 F ON 2 
»'Uy— p' — pp — p’ = 
Fi PLO pee PS 
= al a ae a = — ee 
per putp ; 5 j 5 
Ll, — pr pu—p- 
eile (es J eS 


LE 8 
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Aprés suppression du facteur (puw— pp), l’équation p?u= pe, 
ou l’on exprime les deux fonctions p’ par les fonctions p, se réduit 


4 une équation du second degré 


Ds 
Gag gi 22 =o Dap = Ga pe 
i y y] ? 


4 
dont les deux racines sont %j= ply, X= pu,. En ajoutant 
membre a membre les deux égalités (37), nous aurons pz en fonc- 


tion symétrique de ces deux racines 


| pot elleuess) 
—- 0% + 0 =o 2 + pdm, 2] 
| f+ @y+ 2p 2P5 Ce 2 [v2 + vt — 2b(a@+ 21) +267] 


] = us 
—p-- 
J 2 

Voici les expressions des fonctions symétriques : 


o 
62 —— f= ES, 
7 ), Xo eB, = a. 


Deo? = a—2(at— 
4 


Quant au premier facteur du second membre, dans (38), on le 
trouve sous une forme trés simple en retranchant, membre a 


membre, les équations (37), qui donnent 


(ve—p'Z) 
J — 2 (2y)— 41) (26 — a — 2%) 
4 (y= OV (x --b)2 u oe ; © ; ’ z 


' O\? 
ee es eee 


4 (ao — 0)? (a@,— 6)? aba 


Xo r= 


v 
Dice 12a 
2 


On obtient finalement 


1 y 5? 
22+ 2pe p> —ap 
(39) Dee ; ) 
»(pe-+ aps) 
2 
) 


et cette formule fournit la solution de l’équation pi(¢— 7) == 15.0; 


qui a deux racines ¢ égales 4 +z, et, en outre, la racine 49, le 
tout, bien entendu, a des périodes prés. 

Au moyen de cet argument z, qui dépend de 9 suivant la rela- 
tion (39), nous allons parvenir maintenant a la transformation de 
Pexpression 
_ pu—p'e 


4 y 
( A) J pape 
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ou wv désigne un argument quelconque, comme ¢. Au lieu de uw, 
prenons un autre augument ¢@ en posant 


(41) Cee ee 


Remarquons maintenant que, d’aprés le théoréme d’addition 


I 3 ] rO1 o i 1 Ys 
(I, 25), les trois arguments ¢, —=+¢), 5 &) ayant une 


somme nulle, ona 


1 v / ! v I 
py (—f +2) —p'e py (—£—2) — pro 


2y¥ = — = . 
Mh ses 2 jOKe p epee, = joe 
2 2 


/ 


On voit done que y est une fonction paire de ¢. Si l’on dévelop- 
pait p(— = + ‘) et p(— - + ‘) d’aprés les formules d’addition, 
on obtiendrait pour y une fraction dont le numérateur, ainsi que 
le dénominateur, aurait la forme A+ Bp’t, A et B étant fonc- 
tions entiéres de pé; mais, puisque y est une fonction paire de ¢, 
les termes Bp’¢ doivent manquer, et la fraction ne contiendra 
que pé. 

Nous allons maintenant écrire cette fraction sans calcul en 
cherchant les racines de son numérateur et de son dénomina- 
teur. 

Dans la premiére forme (40) de y, on reconnait que y ne de- 
vient infini que pour uw = 0 et w= -— 9, le touta des périodes prés, 
et nul pour w= uy et u= uy. D’aprés (41), les infinis de y sont 
donee === . et les zéros t= z. Le numérateur n’a donc pas 


@autre racine que pz, et le dénominateur pas d’autre racine que 


2 , 
Peet consequent, ona 
E> 105 
oy =C eae 
VG 70) = 
picaps 
avec un coefficient C indépendant de ¢, qu’il faut encore déter- 
miner. Pour ce but, on fera¢ = 0, ce quirend pé infiniet réduit y 
aC. D’autre part, Végalité (42) fournit l’expression de y en ce 
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cas, et nous avons finalement 


/ ,%? 
POND =) Os 
Dy JE —— 10S 


(43) ay = pees: 
A Tie SNe Ikea Si 


Le premier facteur au second membre peut s’écrire sous une 
autre forme déja employée (29). Employant cette forme et remet- 
tant w au lieu de ¢, nous pouvons écrire la formule 


uae (u *) Nes 

an pir? aoa e el eae 
du — eae 2} 
vs pu—pe 7 ° ° 
p- p(u+-)—p- 

2 2 ats; 


ot. psa expression (39). On observera que cette formule (44) 
elle-méme fournit d’autres expressions de pz, dont plusieurs sont 
remarquables ('). Par exemple, en supposant w infiniment petit 
et prenant la parle principale aux deux membres, on obtient 


2 2, 
or — ? 
Ui a Ul ° 
p= up — 
ihe 
8) _ 
. J 
(45) OY ha aa) 
2, ee 
> — 
¢ 2 


On peut généraliser la formule (44) en ajoutant 4 y une quan- 
tité c indépendante de w. Alors (y +c) se change en une fraction 


A F K (2 . 
du premier degré par rapport a p(u+ =): Observant ensuite 


que, pour w= 0, la partie principale de (yv +c) est la méme que 
celle de y, on a la formule 


nu — p'p Des p (u oe *) ee 

(46) Cees d 
pu—pe sd at a Ai we 

J Ped =) Ls 


(*) Nous recommandons, comme exercice propre a familiariseravec les formules, 
de faire la vérification directe de l’égalité (44) et de controler aussi la concor- 
dance des deux expressions de ps. 
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dans laquelle a désigne un argument qui, mis ala place de (w ave ) 
rend nul le premier membre. 

Ces transformations, fondées sur la considération des racines et 
dont nous avons déja fait usage pour la multiplication, seront dé- 
veloppées d’une maniére générale dans le Chapitre VII. 


pu— p? 
pu—pe 


Autre transformation de 


Considérons la fonction 


Yi =2(pu—pe)[p(u+e)— pe], 


ou w est envisagé comme variable. Le premier facteur est infini 
du second ordre pour wu = 0, mais le second facteur est alors infi- 
niment petit du premier ordre; de méme le second est infini du 
second ordre, mais le premier infiniment petit du premier ordre 


pour w=-—¥g, en sorte que y, devient infiniment grand du pre- 
mier ordre pour uw =o et pour u =— ¢. En outre, vy, devient nul 
pour u=¢ et pour u=—2¢9. Sil’on fait la substitution (41), 7% 


prend la forme 


neal) (=) 


C’est done une fonction paire de ¢, par conséquent une fonction 
rationnelle de p¢ seulement; elle devient nulle pour 


30 
= Wy u = — 20; (===) 
2 
et infinie pour 
° 
th = Os u—— 0; C= a° 


La fraction est donc du premier degré. Elle n’est pas de la 
forme (46), mais en différe seulement par un facteur indépen- 
dant de uw, que Von apercoit immédiatement par la considération 
dela partie principale de y, pour winfiniment petit. Cette partie 


principale est of au lieu de— : comme dans la fonction (46). 
u 
On a donc, au lieu de l’égalité (46), 


pe 7 a +ce=2(pu—pe)[p(u+e)—pu], 
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et il reste 4 connaitre c, quantité indépendante de uw. Il suffit, pour 
trouver c, de faire u = 9, hypothése qui doit rendre nul le premier 


membre. D’ailleurs 
pu—p’P _ pr 
pu—pe/uav pe’ 


par conséquent c = p"¢, et voici la formule que nous voulions ob- 
tenir : 


pu—p'r _ pe 
pu—pe pe 


(47 ) ig (PU pe)[p(u+e)—pe]. 


On peut facilement la vérifier par un calcul direct au moyen de 
la formule d’addition. 


Inversion des intégrales elliptiques. 


ci 7 A S58 spa fe - x 
Soit X un polynédme du quatriéme degré par rapport a une va- 
riable x. Le probleme que nous allons traiter consiste 2 exprimer 


a la fois \/X et « sans ambiguité par des fonctions elliptiques 

dun méme argument u. On verra plus loin pour quelle raison ce 

probléme porte le nom placé en titre de ce paragraphe. 
Considérons, comme précédemment (40), la fonction 


(48) By = a = me 
La formule d’addition 
PU Pep (te?) = (pee 
peut étre écrite ainsi 
(48a) y?—3pe=[p(ut+er)—pe]+(pu—pe), 
et la formule (47) de cette maniére 


(480) p’v — ay p'e = 2a[p(u+e)—pe](pu—pe). 


De laon tire expression du carré [ p(w +- ¢) — pu]? sous la forme 
Wun polyndme Y du quatriéme degré en y, 


(49) Y=(y?—3pv)?+ 2(2y p'eo—p’r) =[p(u+ ¢)— pu). 


Nous avons de la sorte une variable y et la racine carrée d’un po- 
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lyndme du quatriéme degré Y exprimés comme on le désire, savoir 


y par (48) et VY par la formule 
VY = pu—p(u+e). 


Mais le polynédme Y n’est ‘pas quelconque, il manque du second 
terme. En développant la formule (49) et remplagant p’y par 
6p? —tg2, ona 


(50) Y= y'— 6y? po + dy p'e + ga— 3 p?e. 


Il est facile de modifier les formules pour les appliquer a un po- 


lynéme du quatrieme degré tout a fait arbitraire. Soit un tel poly- 
nome 


(51) X= Ay v's 44,23 + 6ax2+ 4agx + ay. 
Prenons ses deux invariants 


(3) S =aa—4a,a;+ 343, 

T = a2 Ay + 2.04 G2 43— a3 — az — ar ay. 
On sait, par les éléments d’Algébre, et l’on vérifie sans peine que, 
si Pon fait une substituuon «=y-+h, les quantités telles que 
S et T, composées avec les coefficients du polynéme transformé 
en y, reproduisent S et T. C’est une partie de la propriété d’in- 
variance. Choisissons / de maniére a faire disparaitre le second 
terme. Soit donc 


X= do ( y+ 6a y2?+ Gas vy +o), 


, . . a 
résultat de la substitution « = — = + vy}; on aura 
0 
S = a3 (a,+ 303), 
T = AP (Ay hy, — a3 == a2 


Pour identifier le polyndme Y (50) avec Je nouveau polynéme, 
nous n’avons qu’a égaler de part et d’autre les coefficients de y? 
et les invariants. Or, pour Y, on a les invariants 


Si = ($2— 3p?) + 3p? = Sa, 
T, =— pe(g2— 3 p2v) + p39 — p?e = g3. 


Si done on choisit les invariants de la fonction elliptique ainsi : 


(53) f= B= ap 
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S et T étant les invariants (52) de X; puis l’argument constant ¢ 
par les deux relations concordantes 


pe=—%, pe= 4s, 


on aura X—a,Y. Remplacant # et 4; par leurs expressions au 
moyen des coefficients primitifs, nous avons le résultat suivant : 
Soit X un polynéme du quatriéme degré, quelconque, 


X = aj xv'+ 44,23+ 6A, 02? + 432 + Ay; 
sotent S et T les deux combinaisons (invariants ) 


S = Ay Ay, — {a,a3;+ 3a}, 
T = dy 2, + 24, a, a3 — a3 — anaz— aza,. 


St lon prend les fonctions elliptiques ayant les invariants 


et unargument constant v par les relations simultanées et con- 
cordantes 


a*— aa Gn Qt = 30, Gp0p De! 
” a } 02, {eg ces 39 OM1 H2 1 
(54) oor ? pe as 


b) 


et qwon désigne par u un argument variable, on aura, a la 


fois, 


(55) 


4 t 
Wee po UR ae 
, a 2% pu—pe 
{ VX = Valpu— p(u+e)} 
On a déja eu Poccasion d’observer, pour le théoréme d’addition, 
la forme suivante (p. 30): 


1 dad p'u—p'ev 
2 du pu—pe 


pu—p(u+e)= 


D’aprés (55), nous aurons ainsi 


el, par conséquent, 


(56) cue s gz 


G face liek 


C’est de la que vient au probleme actuel le nom d’/nversion des 
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ee ee Fr gs: lx 
intégrales elliptiques. Cette intégrale { est un des types des 


intégrales elliptiques, dont nous parlerons au Chapitre VII. L’in- 
verston consiste en ce que, par les formules (55), la variable z est 
explicitement exprimée en fonction de Vintégrale. 


Racines de Véquation du quatriéme degré. 


Le procédé qui vient d’étre exposé pour effectuer l’inversion 
n’exige pas la résolution préalable de l’équation X =o. Tout au 
contraire, il fournit les racines de X et peut étre envisagé comme 
une résolution de l’équation du quatriéme degré par les fonctions 
clliptiques. En effet, d’aprés la seconde égalité (55), les racines 
de X correspondent aux valeurs de w, fournies par |’équation 

u+e=tu-+t une période, 
c’est-a-dire 


(oJ 
Ub = — — = 774, 91 = 7703 3, 
2 


m, et ms étant des entiers quelconques. On aura par la quatre va- 
leurs pour z, en prenant les couples m,, m3 ainsi : (0,0), (0,1), 


Kegon CIA: 


Suivant une relation déja employée (29), ona 


2) 


ui xe f 
D- — ps Hs 
Pot Pe 
ws Ps 
A largument u=— ‘ répond donc, d’aprés (35), cette valeur 
dex 
” 
) — 
ay J 
£== —- 
(a7) 2 p’ a 
2 


C’est une racine de X. D’ailleurs, par les relations (54), ¢ n’est 
déterminé qu’a des périodes prés. Donec les racines du poly- 
nome X sont comprises dans la formule unique 


u v 
=— =F 14%, 13 3 
2, 
(57) ee a ar y? 
ay 2 ry ae 
P ( = + 72101 + 3 03 
2 
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ot m, et ms sont des entiers quelconques (auxquels il suffit de 
donner les valeurs 0,0; 0,13 1,0; 1,1, pour avoir les quatre ra- 
cines). 


Caractéres de réalité des racines. 


La formule (57) met facilement en évidence les caractéres dis- 
tinctifs des trois cas : 4 racines réelles; 4 racines imaginaires; 
2 racines réelles et 2 imaginaires. 


To Ae e337 2, =; (S?— 25 T?) <o. — Puisque pv et p’r 
0 


sont réels, ’argument ¢ est lui-rméme réel, en sorte que $¢ et 
3° + 04+ 03=49 + wy» sont réels, tandis que+¢ + w, et5¢ +s 
sont imaginaires conjugués ; donc, quand le discriminant S3 — 27 T? 
est négatif, le polyndme X (a coefficients réels) a deux racines 
réelles et deux racines imaginaires conjuguées. 

2° A>o. — Laréalité de pv et de p’v n’entraine pas celle de ¢. 
Nous savons que ¢ est réel dans le cas seulement ot pv surpasse 
é,, tandis que p'y est réel encore quand pv est compris entre é, 
et é;; ence cas, y ala forme a+ w’, a étant réel. 

Ces deux cas se distinguent trés facilement par les signes de 
pe et de p’y. Pour le montrer, considérons les valeurs de py qui 
font évanouir p’9; soit donc (28) 


I I & 
Ppe=+— S2 a ee — 
2 3) b) 3 


Nous avons vu que py est dans lintervalle (é@2, e,), pv, dans 
Pintervalle (e3;, e.). La fonction p"¢ est positive quand pe est 


; (eee I 2 
moindre que — 1/2, négative quand pp est entre — 1/8 el 


/ 
I La) , I o, 
Pee (ie: positive au dela de -4 / ©. 
2, 3 2 3 


; I 25 F 
Puisque pe) = 14 /& est dans l’intervalle (é2, e,) et que e, est 


positif, on voit que, si ¢ est réel, pe et pe sont positifs. 
Si est de la forme a + w!, pe est dans Vintervalle (€3, €2). Si 


o 


° 1 O" 5 aes 5 A 5 
pe est moindre quer 14/2 > p’v est posit, mais p¢ est négatif. 
2 i : 


xe it F I De P “ : 
Si pe est supérieur & — -4/ =, p'e est négatif. Donec, si ¢ est de 
2) 
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la forme a + /, lune au moins des deux quantités py et p’¢ est 
négative. 

Ainsi, quand le discriminant est positif et que pv, p’v sont réels, 
il faut et il suffit, pour la réalité de », que py et p’y soient positifs. 
Dans les cas opposés, 9 est une quantité réelle, augmentée de la 
demi-période w! purement imaginaire. 


/ 


‘ : e »~ 7) ? 
Sig est réel, les quatre arguments -, — + w,- + o/, 
JX Dy 2 2 
/ 


sont ou réels, ou réels sauf la demi-période w'; p et p’ sont réels 
pour chacun d’eux. Donec, guand le discriminant est positif et, 
Ce OWtre, 


+- W —+- W 


(58) a? — a) az > 0, 12(a@}? — ay a2)?— Saz >o, 
les quatre racines de X sont réelles. 
2 ! ‘ v ! 
Si ¢ est dela forme a + w’, les quatre arguments st mo+ nw 


sont imaginaires, etles fonctions p", p’ Je sont aussi. Donec, guand 
les deux conditions (58) ne sont pas satisfaites, les quatre 
racines de X sont imaginatres. 

Pour ce dernier cas, on pourrait craindre l’existence de valeurs 
particulieres de ¢, imaginaires et rendant néanmoins une racine 
réelle. Voici comment on écarte cette petite difficulté. Soit 


® = mw + mw’ 


at aes : v > 
une demi-période. Pour toute racine, uw ala forme — ~ +, et 


Von a alors 


\ v es 
p(u+e)=pu=p(z +6). 


La formule (48 a) devient, en ce cas, 
eee 
(59) y?— spe =2[p(2 +6) —pe; 


5 : . 4 v ~ : 
elle montre que, six et par suite y aussi sont réels, p ( a 6) doit 
A , : Vv Vv , 
étre réel; donc ou bien l’un des arguments arias w’ est réel, ou 


: 9 9° : a 
bien um des arguments eee est purement imaginaire. Au- 


cun de ces cas n’a lieu si (v — w’) est réel, ce qui se présente 
quand, py et p'y étant réels, 9 n’est pas lui-méme réel. L’argu- 
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ment ¢, bien entendu, est toujours envisagé ici comme déterminé 
a des périodes prés. 

La formule (57) nous présente toujours les quatre racines de X 
comme différentes entre elles. Il n’y a pas de valeurs de » qui 
rendent deux racines égales entre elles; on le voit nettement par 
la formule (59). Il ne faut pas s’en étonner: la condition pour 
existence d’une racine double, c’est que Je discriminant de X, 
S? — 97T?, soit nul. S’il en est ainsi, le discriminant A des fonc- 
tions elliptiques est nul aussi, et les fonctions elliptiques dispa- 


raissent. Elles dégénérent en fonctions circulaires (ou exponen- 
tielles). 


Distinction des racines par ordre de grandeur. 


Il est utile, au point de vue des applications, de savoir distin- 
guer les racines réelles de X, dans la formule (57), quant a leurs 
grandeurs relatives. Pour ce but, nous fondant sur ce que deux 
racines ne deviennent jamais égales entre elles, nous substituerons 
4 ¢ une valeur particuliére : nous aurons soin de choisir cette va- 
leur particuliére #9, de telle sorte qu’un argument variable 
puisse aller de ) a » sans que, dans l’intervalle, aucune racine (57) 
devienne infinie. Il est alors certain que chaque racine varie, 
dans cet intervalle, d’une maniére continue, et que l’ordre des 
quatre racines se conserve inaltéré. 

Prenons le cas ot les quatre racines sont réelles (le discrimi- 
nant est alors positif). L’argument reel ¢ peut étre choisi entre 
zéro et 2m. Choisissons = 0, et faisons varier 9’ de zéro a ¢. 
Examinons d’abord les racines pour l’hypothése : 9 voisin de zéro. 
Elles sont contenues dans la formule (57), que nous reproduisons 
ici? 


(60) oS Pe a =e 


Nous les distinguerons par des indices 0,1, 2, 3, correspondant 
aux quatre valeurs de 6. 


r 


a F ; : y! 7) 
1° © =o. — L’argument ¢’ étant infiniment petit, p” — et p’ — 
° ) 2 2 
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sont infiniment grands; leurs parties principales sont 
Le Noe 2 ff Gaal 0 : 
Pp Ail hae ar TN ea Pp = i (es aa 
2 / 
done la racine est infiniment grande; elle a pour partie principale 


* 3 
(NSSF Seer pe 
oe 


Polo == We (anclamt e@alea 1,92 Gu «3, eCLidy =i, W, Wj 
2 = w”). — Rappelons la formation des dérivées successives de p: 
Da— oes Dp 12 pp == 12.) 2s 
Comme p/w, est nul, on aura 
Due —10s Pr Og = 12P Wy p' Wg = 12g P' Wy. 


De la résultent, pour les premiers termes des développements du 
numérateur et du dénominateur au second membre de (60), 
Wapreés la formule de Taylor, 


uv y! " o" 2 
p Oo ein =p Wy] 1+ be, oleae ’ 
nf > ro i a 5 om 2 
owe + — |) = — p’ wa] I+ 2€,(— ) --- | 
J eee a) ae 5 ) 


y! — oi Lt y Cg? de 
p' (wa -) 
: 2 
enfin, pour les racines, 
a, I P 
Zo te ral 6492+ ...]. 


Comme ¢’ est supposé positif (variant de zéro a ¢ qui esl 
posiuf), on voit que 2, est la plus grande des racines, et que les 
trois autres sont rangées dans l’ordre opposé a celui des quan- 
tités ey 

Ly > L3 > Ly > 2. 


if 
° <n . . reat Ca; . rs 
Il est d’ailleurs visible, la limite supérieure de 5 Clant inféricure 


126 PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


i la demi-période w,, que les numérateurs p" ne deviennent pas 
infinis, ni les numérateurs p’ nuls pour d’autre valeur de 9 que 
la valeur zéro. L’ordre des racines est donc le méme pour ¢/= o 
et pour ¢’ = ¢. Ainsi, guand les quatre racines sont réelles, et 
gwon a choisi 9 entre séro et 24, ces quatre racines étant 
désignées par la notation 


elles sont ainst rangées 
Ly > L3 > X_y > L4.- 


On préfére souvent choisir ¢ entre —w, et -+w,; alors on a 
Pp \ 19 
ordre précédent si ¢ est positif, et lordre opposé 


XL, > Ly > X%3 > Xo 


siv est négatif. On le voit par la démonstration précédente oti ¢’ 
doit étre supposé négatif. 

Quand deux racines seulement sont réelles et quwon a choisi 
v entre 2éro et 2» (le discriminant est alors négatif), on @, sut- 
vant la méme notation, 

Xo > Be. 

La démonstration précédente s’applique a ce cas oti x, et x3 
doivent étre laissés de cOté comme imaginaires. Ici encore, si l’on 
prend ¢ entre — ws et + Wy, on a 


Ly > Ly ou X > Lo, 


suivant que ¢ est positif ou négatif. 


Variation simultanée de la variable x et de ’argument uw. 


Une discussion facile, mais nécessaire, va nous montrer com- 
ment varie largument Uu; quand x passe successivement par toutes 
les valeurs réelles. La liaison entre ces deux variables est celle que 
donne la relation (55) 

ay I pu—p'e 


(61) C+—=y=- 


ag 2 pie — pie 
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Pour chaque valeur de x, ily a, aux périodes prés, deux valeurs 
de u, la solution w= étant rejetée de l’équation (61). D’aprés 
le théoréme daddition (I, 25), la somme des deux arguments wv 
est égale a — 9. 

Nous allons reconnaitre aisément quels sont ces arguments 1 
suivant la grandeur de x. La discussion sera fondée sur l’expression 
déja trouvée pour la dérivée de x par rapport a u (56) 


Lax 
(62) oa =pu—p(u+y). 


Cette dérivée différe de X seulement par le facteur constant 


ao; elle est nulle dans le cas unique ott x devient égal a une 
racine de X. Rappelons-nous que ces racines correspondent aux 


Vv 
valeurs de w ayant la forme u = — 5 + Oa: 


Cas ot les quatre racines sont réelles. 


Prenons @abord le cas le plus compliqué, celui ot les quatre 
racines de X sont réelles (discriminant positif); ¢ est réel, nous 
choisissons cet argument entre zéro et 2w,. Rappelons que les 
racines de X sont 

Ly > L3 > Ly > 24. 


: : : 9 : : 
Soit, en premier lieu, 4 = — 5 + 4 et prenons ¢ réel, croissant 


: ak Hi eter 5 
de zéro a x La valeur initiale de x est la racine Zq, la plus grande 


des quatre. D’aprés (62), nous avons 


Chie y : e 
(3) di =P; ‘leP(; -t): 


Cette dérivée ne devient pas nulle; effectivement ses racines 


. , . . . , ° vp 
sont les demi-périodes, la limite supérieure de ¢ est- < oy, 
2 
5 . dz r a ’ 
et Yon voit que 7 est nul au début pour ¢—o, mais ne l’est 
plus ensuite. Elle ne devient pas infinie non plus, sauf a lextré- 
Bee ? - - 5 et : ae 
mité ¢ == —- Son signe est done inyariable, et toujours positf; car, 
2, 


y) 


, z v , = A 
étant moindre que w,, p’ 5 est négauif. Donc x croit avec ¢. Aux 


vis 
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mémes valeurs de x correspondent en méme temps les secondes 


racines de(61); les premiéres croissentde — 5 2 zero, les secondes 
A ° (rs, 0 e 5 
décroissent de — ae Voici done un premier résultat : 
x A Vv » , , 
Quand «x croit de x) a +, ucroit de — 5 & 3éro, ou dé- 


Bs 
crott de — Re 


x 


. ‘ G 7) F 
Faisons croitre maintenant ¢ de 5 8 OL Dans cet intervalle 


dx 
dt 
de signe. Il est donc positif, et z croit constamment de la valeur 


initiale — oo ala valeur finale z,. Prenons en méme temps la se- 
conde racine uw de (61), et concluons que : 


ne devient pas nul; ila passé par l’infini, mais sans changer 


x A , x ? 
Quand x croitde —®© a x,, u croit de zéro ad — - + 04, ou 
2 
, A mM v 
décroit de —va — at Oa 


3 5 jj / S A . Ants) 
Soit maintenant t= 7s, s étant réel et croissant de zéro a —- 
t 


dy __,dx_ [2 ; aoe 
a =F =*[p(E-) a7 (E+9)]. 


Le signe de cette dérivée est encore invariable, dans l’interyalle 


On aura 


considéré, et, pe étant négatif, ce signe concorde avec celui de 


it—=— 5s; cestle signe moins. Donec x décroit depuis la valeur 
initiale a» jusqu’a la valeur finale x3. Donc: 


x v . . . 
Quand xz croit de x3 4%), U+ ie est purement imaginatre, 


I 9 pet Ae We gy ur ‘ 3 4 
et = (w te * décroit de - a zéro ou croit de — = a zéro. 
l 


Faisons ¢ = w,-+-¢,, nous pouvons écrire 


dx = dix oo ro) : es | 


sous la forme 


ade dx. he ( 7) 
de mdr QS ie ees eat (Oita ) 


qui coincide avec la forme (63), sauf le signe et le changement de ¢ 
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en (2,— ¢). Ce second argument est, comme ¢, entre les limites 
ZELO et W,. 

Si nous supposons maintenant ¢,— ‘7s, et que s varie comme 
dr Any 
qj sera positif; donc : 


x Vv = 
Quand x crott de Gy @ Lo, U + a W, esl purement ltima- 


tout a Vheure, 


+ 5 a 5 A 7 x 5 r A 
ginaire; son quotient par t croit de zéro a os ou décroit de 


W3 


£670 @ —— 


L 
Il ne reste plus 4 examiner, pour z, que l'intervalle (73, x3). 
On obtient ces valeurs de x en supposant 
v 
u=——- + 03+ 6 
2 
et faisant croitre la variable réelle ¢ de zéro A w,. Nous aurons 
alors 


> 


dr v : Cia 
ie Us 3 ‘) p a 3 ‘), 


\ 


quanuté dont le signe est encore inyariable dans l’intervalle assigné 
A : oa . F p> 
a t. Ce signe est opposé a celui de p'(w; + >)» et nous savons 


(p- 43) que cest le signe mozns, — étant moindre que w,. Donec 


Vis 


xz décroit; en conséquence : 
A x v , ¥; A 
Quand x croit deerags.. ws = — 3 est re el et décroit dew, 


a zéro, ou croit de —, a séro. 


Cas ot les quatre racines sont imaginaires. 


2 ‘ : : dz : : : 

Ce cas est bien plus simple; on sait que Ta Be devient jamais 
nul, et que (y —w ;) est réel. Choisissons ce dernier argument 
entre séro et 20. 

Si lon prend w réel, est toujours réel, et = posiuf. La se- 
conde valeur de wu est alors une quantité réelle, a la demi-période 
w3 pres. En conséquence : 

Quand x croit de—x% a+, wu est réel et crott de séro a 
204, ou bien (u + ;) est réel et décroit de 2w,—(¢—os3) a 
— (vy —a3). 

if 9 
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Cas ow deux racines sont réelles et deux imaginaires. 


Le discriminant est alors négatif, ¢ est réel. On prend cet argu- 
ment entre zéro et 20.5. Les racines de X sont 29, 2 et ona 
Xo i XL». 

Les raisonnements faits pour les trois premiers cas dans Pavant- 

3 : 4 sat : 2 ae 
dernier paragraphe s’appliquent ici sans modification. Il n’y a 
qu’un changement dans la notation, et voici les conclusions : 


Quand x croitde x) a+”, ucroit de — - a 3éro, ou décroit 


(he 
de — -a— ?. 
2; 
A x f x v 
Quand «x croit de —© a x2, u crott de zéro a — 5 2, Ou 
, xX v 
décroit de —» a — (: cis 2). 


< v ‘ , , 
Quand x croit de x2, @ %), u+ 5 cst purement maginaire, 
Ul 


ie e , Gi ey We vo 
et = ie -|- °) décroit de = a zéroou croit de — — a z€ro. 


Inversion en quantités réelles. 


L’inversion en quantités réelles consiste a faire varier wu de telle 


sorte que, non seulement 2, mais encore VX, soit réel. Nous ve- 
nons de voir comment varie uw quand « est réel. La seconde con- 
dition n’offre aucune difficulté. 

Quand les quatre racines de X sont réelles, on doit prendre 


r . , . OFS Vv 5 
u réel ou bien u—ws; réel, st ay est positif; u-+ 5 Ou bien 


v : : c o é 
ie eek purement imaginatre, st ay est négatif. 


Pals 8 : Sek: Hee 
En effet, x est ainsi dans l’un des intervalles ot a, est positif 
0 


dans le premier cas, négatif dans le second. 

Quand les quatre racines de X sont imaginaires, on doit 
prendre u ou bien u + ws; réel, si ao est positif. Si ay était né- 
gatif, le probléme serait impossible, \/X étant toujours imaginaire. 

Quand deux racines de X sont réelles et deux imaginatres, 
on dou prendre u réel, si ay est positif; u+- = purement ima- 


gimare, st ay est négatif. 
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Autre forme de linversion. 


D’aprés la relation (46), on peut, pour chaque racine xz, mettre 
la différence (.r — x.) sous la forme 


p( u+~)—pa 
P] 

pa—p- p(u+ 2) ee 
> 2 2 


el @ est un argument qui, mis a la place de ( u + 


L—@Ly= 


v . 
ar doit rendre 
a 
nul le premier membre. C’est donc wz. 
Vv 


Ecrivons, pour abréger, uw = = ¢, et nous avons cette formule 


ans 
2 pl—Ppex 
L— Ly = — — SSS Sst (= ON Ie 23) = 


P5 POs | icra 


Mais il y faut distinguer des trois autres celle qui correspond a 
% == 0, W,== 0. Nous ayons ainsi deux formules distinctes 


—— 


bas 
2 16 — 2 
2 44=— — J = (x =1, 2,3). 


p+ —ex pt—p- 
2 2, 


De 1a résulte 


,>- 
Po 
7 tae 2 ae 
me = 1 | : 
(64) { ° Tome, 2 
(€a— eg) p' — Z 
2, 
Ly— 63> 
i 8 ° ) ( o 
—_—e >= — es) 
as | J 5 e 
a, (2,;— %)(®_2— 73) Cyx— 3 
(63 ) = =. Sra | 
(%2— %)(%1— %3) 1 — 3 


Par cette égalité (65) se trouve déterminée une quantité équiva- 
: ary os Paar 
Jente a invariant absolu =>; c’est précisément le module k qu'on 
53 


a enyisagé quand le discriminant est positif, On connait donc, par 
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la, Vinyariant absolu des fonctions elliptiques a employer, exprimé 
au moyen des racines de X. On peut de méme déterminer ¢ par 
’égalité, déduite de (64), 


(66) = 
ty— Xe Ca— &g 

Cette dernicre donne po puis Pune des égalités (64) fixe pe 

Cette forme de Vinyersion doit étre employée de préférence 
dans les applications, assez rares, oti les racines de X sont mises 
en évidence. Par un calcul facile, on peut retrouver les formules 
propres a cette solution sans passer par intermédiaire de la solu- 
tion précédente. C’est ce que nous allons faire; mais il importai! 
de bien montrer que les deux solutions different par la forme seu- 
lement, non par le fond. 


. . Vv 
Nous mettrons, dans ce calcul direct, sv au lieu de 57 cl nous 


introduirons, en outre, une’ constante arbitraire A. Ainsi nous 


posons ummeédiatement 


Al 
L— Ly = ———_; 
ne pi—pwr 
(67) 
A(pt— ex) ; 
L— Ly = > CREM OA) 35h 
(pw — eg)(pt—pw) ; 
2 C3 


et nous en déduisons, comme précédemment, par Péga- 


€4 — @3 


¢ , nd Vv - BF bal at > , ° 
lité (65) et pw = pz par Végalité (66). Il s’agit de retrouver 


maintenant l’expression de \/X. C’est ce qui a lieu par le calcul 
suivant, ott le symbole I désigne le produit de plusieurs facteurs 


analogues : 
X= ady(& — 2) | ; (@ — &q) 
OL 
= Ay A‘ pti—éy ay A* pe 
~ (pt—pw)t pe—ex (pt—pw)t p2w’ 
a 
ee = A2p’t 
aus (WK Ss 
v Vay p w(pt— pw)?’ 
a dr Ap‘t 
(68) di. (pipe)? 
_ Avan de 


Sie VX ses 


pw di 
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Cas ot le polynéme est du troisiéme degré. 


Pour passer de la au cas d'un polynéme X du troisiéme degré, 
il suffira de supposer pw infini et A du méme ordre que p?w. 
Mais il est évident de soi que, si X est un polynéme du troisiéme 
degré, il suffit de poser 


&=C+ pu; 


en choisissant c égal 4 la moyenne des racines de X, pour que 


\ X, a un facteur constant prés, se change en p’w. 
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CHAPITRE Y. 


LA FONCTION Cu. 


Définition de Cw pour les arguments réels. a Développement de Cw suivant les 
puissances ascendantes de w. — Homogénéité. — La constante 4. — Addition 
des arguments. — Un corollaire. — Arguments purement imaginaires. — Argu- 
ments complexes. — Infinis de la fonction Cu. — Dégénérescence de Cu. — 
Remarques sur l’intégration de la fonction p(w—v). — Relation entre y, 7’, 
w, w” quand le discriminant est positif. — Relation entre 4, 4', », w', quand 
le discriminant est négatif. — Etude de la fonction 


+ Ot 
D(a, «y= if [C(a@+ ita) + (a —ia)]da; 
70 


premiére propriété. — Addition d’une période au premier argument de ®(a, ~). 
— Expression de ®(a@, «) quand Vun des arguments est une demi-période. — 
Addition d’une période au second argument de ®(a@, «). — Généralisation des 
propriétés précédentes. — Addition simultanée des deux demi-périodes, dans le 
cas du discriminant négatif. — Valeurs limites de (a, «) quand les arguments 


ry. ee a er ees <B (a, &) 
convergent vers des périodes. — Propriétés de la fonction W(a,«) = @ : 


Définition de ¢u pour les arguments réels. 


Nous allons introduire une nouvelle fonction, Pintégrale de pw. 
Considérons d’abord les valeurs réelles de w. 

Désignons par 2 la période réelle, quel que soit d’ailleurs le 
signe du discriminant. Les valeurs de wv, multiples de 2w, forment 
obstacle a Pintégration de pu. Mais, quand wu converge vers un 
quelconque 2mw de ces multiples, la différence 


I 
9 ue — —_—__—_— 
J (@—— 2,78 0)))* 


reste finie. Le méme fait ‘se produit pour la fonction trigonomé- 


2 


z 3 T 2 < . 
UU ee Prenons done la fonction 
2w sin — 
2W 
T \\ 2 
(1) {Ox=—po | — 
Sen ee AE 
2W sin — 


2W/ 
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Cette derniére reste toujours finie, quelle que soit la valeur de 
Yargument réel uw, et on peut lintégrer entre des limites quel- 
conques. Elle a d’ailleurs, comme py, les deux propriétés 


(2) f(—u)=f(e), fle+uj)=f(o—u). 
Soit maintenant F(z) son intégrale, et posons 


nts 


(3) F(u)= | f(u)du, 
vo 
ra) 
(4) 7=F(w)= | J(u) du. 
“6 


La fonction F(z) est définie sans ambiguité par la relation (3); 
d’aprés les relations (2), elle a aussi les propriétés 


\ F(— u) =— F(x), 
(5) 4 F(w + u)+ F(w —u)=27, 
| F(u + aw) = F(u) + 27. 


Comme F(z) a été composée en introduisant un terme trigono- 
métrique étranger, il convient maintenant d’en retrancher linté - 
grale de ce terme, et voici la nouvelle fonction (wz) que nous in- 
troduisons 


(6) tu = — cot— + / RE lik du. 
r 28 2W - ne 
AG) Sin, —— 
Cee 
Elle a les propriétés suivantes : 
d 
ee a 
ja pu, 
t(— uw) =>— Cu, 


(7) f 
tis C(u + 20)= Cu 27, 
| t(w + u)—Z(w — uw)= 27, 


7 se 


+ 
‘ > 


®. 


Comme F(z) est toujours finie, <u deyient infinie avec le terme 
trigonométrique. Donc Cw est infinie pour “w= 2mw, m étant 
un entier quelconque. D’aprés (6), on a 


ae ae 
(3) lim (tu— +) =o 
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et, d’aprés la troisiéme égalité (7), 
holed 5 7 


uz=2mwW) Le — DTT 


(9) lim (¢u— a ) =o 


C’est, au surplus, une fonction bien définie, sans aucune ambi- 


guite. 


Développement de ¢u suivant les puissances ascendantes de w. 


A Végalité (6) on peut en substituer d’autres plus simples, ot 
les termes trigonométriques sont remplacés par des termes algé- 
briques, par exemple 


uw 
I I 
(10) a (5 —pu) du. 
u u- 
<0, 

I] faut remarquer d’abord que le second membre n’a de sens que 
si lintégrale reste finie. Cette égalité (10) exige donc la condition 
—2W << U< 2. 

Sous cette réserve, l’égalité (10) a leu effectivement; car 
I \ : , peti p T ) . 
(Su _ a) et Pintégrale ontméme dérivée = —p uw)» d’apreés (7), 
et méme valeur pour uw = 0, d’aprés (8). 


On peut employer cette formule (10) pour développer fu suivant 
les puissances ascendantes de wu. Nous avons trouvé (IV, 4) 


! Sah ee oer 83 38283 
ust w+ u's =— yo — us 4 3 
P u? 20 28 " oh, 3.52 De One etal 
el nous en pouvons conclure 
tae t 1 £2 Ww &3 U° fee el 32283 wud 
Uf u=— eer cone FG ey aS PEA aoa 
: 8X 3} De & Noo? GF) eae yeti £6) 


Un théoréme général (1) nous enseigne que cette série Cu con- 
verge dans la méme étendue que la précédente pw; mais nous ne 
ferons pas usage de cette série (11) pour généraliser la fonction f. 
Remarquons seulement que Phomogénéité de pw se traduit dans 


(*) Pour une série procédant suivant les puissances d’une variable, 4 exposants 
entiers, croissants et positifs, le cercle de convergence est commun a la série et a 
la série des dérivées. 
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la série pw par ce fait : dans chaque terme la somme des indices 
des lettres g, diminuée de la moitié de l’exposant de wu, est tou- 
jours égale 4 +1. Dans la série Cu, cette méme somme algébrique 
est égale a 4. 


Homogeéneité. 


Ce caractére de la série (11) se traduit par la relation d’homo- 
généité 


u | om 
Dee Seon RN rdiayae 
(12) ge 20% Su) = VEEL be 80), 


qu’on peut aussi déduire de la définition (6). Il suffit, a cet effet, 


de se rappeler que, changeant wu, g2, g3 en — 


n . 143) 

faut aussi changer w en —, et que ces changements transforment 
V p- 

pen pp. 


La constante 7. 


Nous avons déja introduit cette constante 7 = Cw. On peut la 
définir par l’égalité (10) : 


aW 
A 1 I 
(13) jf Ss — — pu)du. 
12) u- 
0 


Remarquons que 7 est, au point de vue de Vhomogénéité, une 
quantité de degré zéro. Quand on remplace gy et g3 par go? el 


se ee A aie Ganon 
g3u.%, il faut remplacer q par q\/u, comme € par Cy/u. 


Addition des arguments. 


La formule d’addition de pu sous la forme (I, 24), quia été 
utilisée au Chapitre IV (Inversion des intégrales elliptiques), 
1 d p'u—p’'e 
pu — p(u+ »)=— — SM ee 
“2 du pu—pe 
conduit 4 l’addition des arguments pour Cw. Ecrivons-la comme il 
suit 
d 
du 


: d 1 pbu—p'y 
[Cu + *)—Cu]= — - sens ie 
; : du 2 pu—pe 
et concluons que les deux fonctions, dont les dérivées sont ainsi 


égales, different seulement par un terme indépendant de w. 


138 PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


Pour trouver ce terme, développons chacune des deux fonctions 
suivant les puissances ascendantes de w 


Cu+e)=Co+ulv...=Cvo—upe..., 
1 £2 U 
= CSS — SS = te 
¢ u 3X0) 3) 


En nous bornant aux trois premiers termes, nous avons donc 
1 
(14) Ch ee at rea ae 20 


D’autre part, 


A(p'u— p'r)= —— —4p'e+..., 
I 
pu— py = Rees ep part 
, 1pu—p'y I 
(14a) 5 a SS SS DID SE SoS 
2 pu—pe u 


La comparaison des termes aux seconds membres, dans (14) 
el (14a), permet donc de conclure la formule d’addition 


i pup Y 
2 Dit —— PP 


(15) C(u+ ¢) = GCu+ Cos 


Voici une conséquence dont nous aurons a faire un fréquent 
usage. Changeant ¢ en —v et ajoutant membre 4 membre, 
on voit disparaitre Cy dans la somme Cv + C(— v) =Cv — Cv = 0, 
et il reste 


ee an ie eee 
(16) C(u+ 9) + C(u — v) Be ee mean. 


ou, par un simple changement des lettres, 


(16) (ua =e ees 
pu— pe 


Un corollaire. 


Le corollaire suivant , relatif 4 la seule fonction p, est curieux 
en lui-méme et, de plus, va bientdt nous étre utile. Pour abréger, 
écriyons 
i pu—p'e 
2 pui— P Vv 


(17) == (iy 
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Prenons quatre arguments w, ¢, u,, 9. Nous avons, d’aprés (15), 


C(u + 9 + Wy 0) — C(u+e) —C(m+%)=(u+e, w+), 
t(u +e + uy 4) -C(u+ w)— Civ +%)=(u+u, » +%,), 


et, en retranchant ces équations membre a membre, 


( C(u + um) + C( +- 01) — C(u + 9) — C(ui + 91) 


(18) 


=(U+ 9, W+ 91) —(U+ Wy, V+ 9%). 


Mais, toujours d’aprés (15), ona 


C(uw + Ww) = Cu +Cu,+(u, m), 
C(e + %4) = Ce + Ce +(e, 91), 
—C(u+ 9) =— Cu Ce (Go Oe 
— C(u,+ 1) = — Fu, — Cr, — (uy, 4). 


Ajoutant ensemble ces derniéres égalités, comparant le premier 
membre a celui de (18) et observant qu’au second membre les 
quatre symboles ¢ disparaissent, nous avons le corollaire en 
question 


(19) (U, Uy) + (PV, 01) + (U+ WY, 9 + 01) =(U, 9) (Hy, 01) + (U+e, Uy +64). 


Dans cette égalité (19), les symboles ont la signification (17). 
Crest la une identité qui se trouve prouyée pour le cas oles quatre 
arguments sont réels, hypothése introduite dans notre analyse par 
la considération de la fonction ¢, que nous connaissons seulement 
pour les arguments réels; mais aucun doute ne peut exister sur la 
généralité de la formule (19), qui s’étend certainement a tous les 
cas, que les arguments sojent réels ou complexes. On s’en convaine 
par un raisonnement pareil a celui qui a été employé au Chap. I 
pour des cas analogues. Au surplus, une yérification directe s’offre 
delle-méme. Rappelons-nous que (uw, ¢) a pour dérivée, par rapport 
iu, pu—p(u+tv). Nous voyons alors que chacun des deux 
membres de (19) a, par rapport a u, pour dérivée 


Dil —— Plu Uh ie 1 04). 


Les dérivées des deux membres, par rapport a w, sont égales entre 
elles; et ilen va de méme pour les dériyées par rapport a chacun 
des autres arguments. Les deux membres différent donc seulement 
par une quanuté indépendante de ces quatre arguments. Mais ils 
sont identiques entre eux quand, par exemple, w,—v. Ils sont 
donc constamment égaux. 
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Arguments purement imaginaires. 


En méme temps que 


(20) GDh — (UR yp Eh 
envisageons la seconde fonction ° 
(21) Cu=C(u; 2, — 83); 


comme déja nous avons considéré a la fois 
pu= plu; £2, 83) el [OD SACS Fi —— fk) 
De méme que la demi-période réelle @ de pu a été désignée par 
w! A — . 1. Kee. r ! 
ee de méme la constante 4 relative A Cw sera désignée par t7/. 


Ainsi, suivant (13), 
@ x T 
= A I I y = woe /faC8) 

(ox Ti a ee (4 —pu)du= Qi ¢(+)- 


Pour définition de G avec un argument purement imagi- 
naire, nous prenons Végalité suivante, suggérée par la relation 


Vhomogénéité (12), 
(23 ) C(iu) =— itu. 


Conformément a cette définition, on a 
s/w’ 
(24) fo = — ut (=) =—Pry=7. 


Cette nouvelle fonction Gy, ot l’argument » = zu est purement 
imaginaire, jouit des propriétés reconnues déja pour Cu avec 
Vargument réel, sauf changement de 7, w en 7, w’. En effet, 


d 1 d ce d Joie ' 

() = le a ° = 5,7 be) Se Ce Pepe, 
((—e)=— 1 (— uw) = lu = — Ce, 

(25) C(y + 20’) =— it(ut+ 20)=—i(Cu+ a9) = Ces ay’. 


Ce sont les analogues des relations (7). On établit de méme la 
relation analogue a (8). D’une maniére générale et sans calcul, 
on voit que toute relation établie entre les fonctions f, p, p/ avec 
un ou plusieurs arguments réels ou purement imaginaires subsiste 
quand on y multiplie chaque argument par 7. En effet, Vhomogé- 
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néilé exige que cette relation reste inaltérée si l'on y multiple 


chaque argument par \/u et qu’on y remplace {, p, p’, en méme 


i I 1 x . . . Fy 7 
temps, par —{, —p, —=p’. Ceci doit avoir lieu quelle que soit la 
VU. 


=, 
Agus: Ly pL. 


quantité réelle yu, et subsistera nécessairement si lon suppose 


Vit 2. 


LI est évident par la que la relation dhomogénéité et le théoréme 
addition ont leu pour les arguments purement imaginaires 
comme pour les arguments réels. 


Arguments complexes. 


Désignant par a, « deux quantités réelles quelconques, nous 
connaissons, pleinement et sans ambiguilé, Ca et Cia. Définissons 
maintenant (¢(@ + 7) par la formule que suggére le théoréme d’ad- 
dition 


' Winks} 
‘ L 9 A — Pits 
igh Raa Pia, 


(26 ) C(a+ia4)=Ca 


SX 


2 pa—ptz 


On yérifie immédiatement, par cette définiuion, Pexactitude des 
relations suiyantes : 


C(— u) = — Zu, | 
: C(u+amw + a2mw'’)= Cu+amy+ 22! : 
(27) 5 (u=a-+Ix), 
: I 
lim wee =O 
uw=0 u ] 
0 0 oe -.. aC(a+- ta) 
— C(a+i2)= =~ (6 We ies) = — (ap oS ee == 
0a =( ) (tx) =( PC d(a+ tx) 


Cette derniére prouve que {wa une dérivée, quand w est une 
quantité complexe, et l’on a 


d - 


(28 ) — tu=Cu=—pu. 

La relation d’homogénéité et le cas particulier (23) sont exacts 
aussi, quel que soit w. Le théoréme d’addition (15) a leu égale- 
ment, quels que soient w, ». Pour le vérifier, remontons a la défi- 


nition (26), en employant la notation abrégée (17). Soient 


uU=atis, v=b>-7cf. 
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La définition (26) de ((w + ¢) est la suivante : 
t(u+tv)=C(a+b)+ C(ia+ 8) + (a+b, ta 2B). 
En y employant le théoréme d’addition (15) démontré pour les 


arguments réels a, b et pour les arguments purement i1maginaires 


iz, 8, nous pourrons |’écrire ainsi 


( C((u+)=fa- ob 
aad / + (a, b)+ (ia, 18) + (a+ b, tz + 7B). 


D’autre part, le second membre de la formule (15), dont nous 
voulons vérifier la coincidence ayec l’expression (29), est ici 
‘ C(a + ta4)+C(b+i8)+ (a+ ia, b+ iB). 


Suivant la définition (26), ceci est égal a 


Ca+ Ciat Cb+Ci8B+(a, ta)+(b, 18)+(a-~ ia, 6 +76). 


En comparant cette quantité au second membre de (29), nous 
voyons que la différence est égale a 


(a, b) +{ta, v8) 
(a+b, ta+18)—[(a, ta) +(b, 18)+ (a--ta, 6+ 78)]. 


Cette différence est nulle d’aprés le corollaire (19), o& lon 
change les notations en y mettant u—= a, u, = b, p=ia, 9, — 78. 
Done, le théoréme d’addition (15) et ses conséquences (16) et 
(16 a) sont exacts pour les arguments complexes. 


Infinis de la fonction fw. 


Jusqu’a présent, tous nos résultats s’appliquent quel que soit 
le signe du discriminant. Voici maintenant une question ott va 
s'accuser une différence entre les deux cas que présente le signe 
de A. 

Nous avons reconnu que Ca, oi a@ est réel, est infini pour les 
valeurs de a multiples de 2, et non autrement; et de méme Cia, 
ou. e est réel, est infin pour les valeurs de 7a, multiples de 20, 
et non autrement. 

Quelles sont les valeurs complexes de w= a + ¢a qui rendent 
infini Cu? 


La définition (26) répond a cette question, et l’on rencontre la 
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circonstance déja remarquée au Chapitre IIL (Infinis de pu): 
quand le discriminant est positif, la quantité 
(a, ays pape 
2 pa—pta 
ne devient infinie qu’avec pa ou pia. En méme temps Ca ou Cia 
devient infini. Donc, en ce cas, les seuls infinis de €w sont les pé- 
riodes 2mw + 2m!w’. 
Mais, si le discriminant est négatif, (a, ¢a) devient infint pour 
pa= pls = ey, et il correspond pour uw les valeurs 


u“ = (2m +1)W2+(2mM'+1)05. 
En conséquence, Cw devient infini pour les valeurs 
w= MW2-+- m'w), 


ott met m’ sont des entiers d’une méme parité. C’est le fait que 
nous avons trouvé, au Chapitre II, pour pw. Introduisant alors 
les demi-périodes imaginaires conjuguées ,, 3, 


W.— Ww) Ws + Wy 
QO = ———————; (Of 
2 2 
nous avons rétabli ’harmonie en mettant les infinis de pu sous la 
forme (2m,,-+ 2733). Ce sont aussi les infinis de Cw. Il reste 
4’ montrer que w, et 3 jouent aussi le role de demi-périodes par 


rapport a Cw; ainsi, comme cela se produit pour w et w! 


, guand 
on ajoute 2, 0u 20; a lV’argument, la fonction % se repro- 
duit augmentée d’une constante. 

Dans la formule (16a) supposons » = ,, et rappelons-nous que 


p/w, est nul. Nous aurons 
C(u+ w,) —C(u— o,) = 2%, 
ou, changeant uw en (u + 0,), 
C(u + 20,) = Cu + 2Ca. 
C’est, pour la période 2,, |’expression de la propriété dont il 
s agit. 
La nouvelle constante Cw, =, s exprime par les précédentes 


2 et 4, (nous rétablissons ici les indices 2, pour le cas du discri- 
minant négatif, a l’égard de 4, 7’, comme a l’égard de , w’). 
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Supposons, a cet effet, w=’, dans la derniére relation; elle 


devient 
Cw, — Co’, = 264, 
) . y 
c’est-a-dire 
Ne— No 
yey ee 
2, 


Reproduisant le méme calcul en supposant, dans (16@), ¢ = ws, 
nous aurons pareillement 


C(u + w3) — C(u — 3) = 2F03—= 273, 


C(u + 203) = Cut 293; 


puis, supposant u= — w,, 


i) 


Ainsi, en résumé, les deux périodes , et w3 Jouent, par rap- 
port a Cu, absolument le méme role, quand le discriminant est né- 
galif, que w et w’, quand le discriminant est positif. Les constantes 
“1 et 43, qui correspondent a ces demi-périodes, sont liées a 72 el 
7) par les mémes relations qui lient w, et 3 a Ws el w, : 


A 20, = W2—W5, 203= 2+), 
(30) 


4 ah + — 1 ! 
ZU = UP a Uy, ZU = UPY ae Unie 


De ces relations (30) résulte 
(hin) Ny M3 — Ng = 4( HoH, — Te We). 


On va, dans un paragraphe suivant, comprendre la signification 
de cette formule. 
Dégénérescence de Cw. 


Nous avons trouvé, aux Chapitres II et IIT, de quelle maniére 
dégénére pu quand le discriminant, positif ou négatif, tend vers 
zéro. Prenons la formule commune a ces deux cas, dans Vhypoz 
thése ou gy est positif. C'est 


: 20 \ 2 2&5 . 3 o. 
lim (2) eee acim pi ee 
ay 983 252 2 
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La fonction (1) f(w) se réduit alors 4 une constante, et nous 
avons ainsi les formules de dégénérescence 


3 £3 T TU 
Neh an are Ua Ol 
2 


“2 
IS3 
(32) 1 = Fo, 


Bien entendu, on doit mettre lay, et 2, au lieu de 4 eto, quand 
A est supposé négatif. 

De méme, quand g’; est négatif, en substituant, dans f(z), a 
pu sa limite, on trouve, par une quadrature facile, 


5 : 
3 £3 TL E-TV_ eT aa 
N05 3 <0, Cis 2 @ ; ) (Shes = 
| Es 282 2W ET — ety 20 
383 
(aha) x i & w, 
28 
y} Ui Te 
q Q) == =~ 
12 


Ces formules sont établies ici pour un argument réel. Elles s’ap- 
pliquent naturellement a tous les cas : aprés tant de détails déja 
donnés sur le mode de raisonnement qu'il convient employer en 
pareil cas, la démonstration n’a pas besoin d’étre reproduite. 


Remarques sur l’intégration de la fonction p(u — »). 
Supposons » quelconque, mais w réel, et considérons Vinté- 
ub 
grale [ p(w — v)du. Elle n’a un sens précis que s'il ne se trouve 
0 


aucune période parmi les quanttés (¢— ¢), ¢ étant une variable 
réelle qui parcourt toutes les valeurs de zéro a uw. C’est ce qui 
aura lieu si, par exemple, ¢ est complexe et que sa partie imagi- 
naire ne coincide pas avec un multiple de 20’, si A est positif, ou 
de w,, siA est négatif. 

Supposons quwil en soit ainsi, en sorte que l’intégrale ait une 
valeur finie, quelle que soit la variable réelle uw. On aura, en ce 
cas, 


(34 suv) +to=— p(u— e) du. 
0 
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Les deux membres ont tous deux, en effet, pour dérivée 
—p(u—e), 


et sont nuls, tous deux, pour w= 0. 

Cette égalité (34) exige, avons-nous dit, que, parmi les quan- 
tités (¢ —¢), il n’y ait aucune période. S’il s’en trouve, nous pou- 
vons remplacer la formule (34) parune autre, comme nous l’avons 
fait, par exemple, en employant Végalité (10). 

Soient , 0, ... ces périodes : nous écrirons 


f I T I [ 
u Sy — 4 a =| s+ ae 
| G( 2) C u— » — Ww e+ WwW UP OR C= V1 


(35) Ph : 
f a ~-+-...—p(uw—v)| du. 
. (P00) (>) : : 


L’intégrale reste toujours finie, les deux membres ont encore 
méme dérivée — p(u — ¢) et méme valeur initiale zéro pour u=o. 
Mais ici, comme dans la formule (10), il faut que w soit limité; 
car, s'il en élait autrement, w+ 2mw, W,+ 2m, ... seraient 
encore des périodes a éyiter; leur nombre, tant que w resterait in- 


déterminé, serait indéfini, et la formule (3 


5) ne pourrait subsis- 
ter : illa faudrait changer en une autre, analogue a légalité (6). 
Voici un exemple, ot ¢ est supposé purement imaginaire et, 


comme tel, remplacé par ta : 


a 
a , : 1 t I : 
C(u—ta)+ Clra= —+- oi — — p(w —ta)| du. 
UU —— Uo GO Wii tee = ; ; 

On y suppose 
a 2.0)! 2.0)! 
(36) ave ee oa a. 

t r 


ces inégalités ne doivent pas d’ailleurs se changer en égalités, et 
J’on veut, bien entendu, pouvoir y faire varier « dans ces limites. 
Quelle est alors la limite supérieure de u? 

On a tenu compte de la période zéro, mais non pas d’autre. Si 
done le discriminant A est positif, on deyra supposer en méme 


temps 
(37) — 20 HU <2. 


Si A est négatif, il faudra éviter les périodes 2, et 205, et 


(39) 
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alors, mettant en évidence dans (36) Vindice 2 caractéristique , 
les conditions simultanées seront 
205 205 


(38) — = Km eS, — WM, KU KW. 
u L 


Evidemment la formule serait encore exacte si l’on faisait la 
supposilion inverse 


/ 
WW, 


(38 a) — <a<i—; — 20, U <2». 


Sous ces réserves, la formule est ainsi exacte. Changeons-y « 
en —«., elle reste exacte dans les mémes conditions; ajoutons les 
deux égalités membre 4 membre, et nous obtenons cette autre 


C(u + tx) + C(u — tx) 


lt = 
2Uu I I - ; 
aa ar are yf Fees | aa: plu in) — plu+ ia)| du, 


quia lieu sous les conditions (36) et (37) pour A > 0; sous les con- 
ditions (38) ou (38a) pour A < 0. Les deux membres y sont réels. 
Si l’on voulait composer une formule analogue, pour A < 0, de 


maniére a laisser pour ~ et uw toute l’étendue marquée par les iné- 
galités (36) et (37), il faudrait mettre en évidence, outre zéro, les 
quatre périodes + 20, et + 203. 

Nous allons faire usage d’une égalité plus simple dans laquelle 
les limites seront 


Ww, 205 


he 


u iE 


(4o) == ? —— Wy < u << 2W9. 


Conformément ala régle générale (35), nous écrirons la formule 
pour €(w—a), Vanalogue pour ((w-+ ta) et nous ajouterons 
membre a membre. En ce qui concerne ¢(u — ca), il faut mettre 
en éyidence la période 20, = 02 — w,, et Von a, en dehors du signe 
d’intégration, les termes 


I I I if 


\ ! { eens! |p 


75 = T ° 1 ‘ 5 1 
(Ch — the! La u — ta — We + We La — Wy + We 


A Végard de ((w-+72), la période conjuguée 2; intervient 
avec les termes conjugués 


T I I { 


: : : ; j 
Ute 4 UtL4—W2—W, 1a — v4 -— We 
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Mettons, pour abréger, 


( Q T I 
(Wy 2) = : —- 
| 9¢ De (u—ia)? § (w+ ita)? 


(41) 
I ' I . 
(i= 2h — WO) ME Co ae 
nous aurons 
Cu+ta)+ C(u— ta) 


D0 a 2(u— >) 20) 


at 


een 
u? + a Wy \2 ww, \2 
(u— w+ (2— 2) w3 + a= og= 
Di U 


ae : [o(u,4)— p(u+rx4)— p(u— ta) du, 


7 
<10) 


—_ 
aN 
w~ 
4 


formule exacte sous les conditions (40) et convenant au cas A < 0. 


Relation entre 4, 7’, , w’ quand le discriminant est positif. 


Dans la formule (39) supposons u='w, qui est bien entre les 
limites (37). Le premier membre devient 


C(w +- ta) + C(w — 4) = 277, 
Au second membre, la partie extérieure au signe d’intégration 


: 2W) . r . . Gale - 
devient Beacoeee Pintégrale a pour limite supérieure w, Inté- 
Ww- le 


sb 
grons maintenant aux deux membres, par rapport a «, de zéro 


! 
\ 


Ww . . ; . . =n 
a => qui est aussi entre les limites (36). 

U 

Portons notre attention sur la premiére partie du second 
membre, qui devient 


a)’ 


oy w! 


L 
20 
(43) if ———, da = 2arc tang — = 2arctlangt, c= 
1) 


(eas oe tw XO) 
Cette quantité réelle ct positive 7 assigne a Varc, qui figure ici, 
Cc 
une valeur précise, comprise entre zéro et —- C’est la un point 
A 


tout a fait élémentaire de Calcul intégral; mais il est bon, pour la 
suite, de le rappeler ici d'une maniére nette. On a généralement 
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Cet arc est parfaitement déterminé. En effet, x varie direc- 
r « @ pe ; ; 
tement de zéro a ], sans devenir infini dans Vintervalle : c’est la 


définition méme de lintégrale. L’arc variable, dont la tangente 
est 2, part de zéro et aboutit a sa valeur finale sans passer, par 


conséquent, par = ag L’are égal a lintégrale est donc compris 
Be ae ee b 

entre — — et + —3 il a d/ailleurs le signe de -- 
2, 2 a 


Revenant a notre objet, nous avons maintenant |’égalité 


Ui 


o) 
27 mt he 2arctangt 


oh 
a Ww I I . : 
| alk dxf du (=. Esra — pu =i) = plu + tay]. 


Dans cette relation (44), changeons g3 en — gs, ce qui entraine le 


(44) 


w! wl 4 BS Ses 
changement de = en w et de w en —, ainsi que de 7 en ¢7'. Echan- 
t 


geons en méme temps les lettres uw et « dans l’intégrale, et nous 


aurons 


: I 
2Un/ Ww = 2arctang - 
Tv 


ow! 
o) oa ; : 
ah auf da ee ay) os Cane, p(a—w)— pia+ iv)| : 


Mais les relations 


I moe J I aie. I 
Gam): (ote Gaaw? — G@—owa 
p(a—tw)=—p(ut+t2), pia+iu)=—p(u—ta2) 


permettent d’écrire le résultat sous cette autre forme 


Ala 


| 2Un'w = 2arctang 


(45) S 
i : I I ; : 
—f du f du, Fes. oz a at Can : 
0 0 


Si lon compare les deux intégrales qui figurent dans (44) el 
(45), on reconnait que les quantités intégrées coincident entre 
elles; la différence porte seulement sur l’ordre des intégrations. 
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Mais la quantité intégrée étant toujours finie dans le champ des 
intégrations, l’ordre est indifférent, et ces deux intégrales n’en font 
quune. Elles disparaissent donc si l’on ajoute les deux égalités 


membre a membre; d’ailleurs 


vila 


I 
arc tang t + arc tang — = 


ad cause de la maniére dont sont déterminés les deux arcs. On a, 
par conséquent, la relation 


w! ™ 
Sa | 
2 


inion = 
“i 


ou, sous sa forme définitive, 


UT 


(46) no! yw =. 


C’est la relation qu'il s’agissait d’obtenir. 


Relation entre 7, 7’, , w’ dans le cas ou le discriminant est négatif. 


L’analyse est la méme que pour le cas précédent, mais se foude 


sur la formule (42). On a d’abord 


' 


’ 
Wo Or) 
; c 


2W da fe 2 W da w, 
to = 


+ ———. = 2arc tang ty 
é ( =)’ Jy ota au TW 
a—— 


we + 
= U 


0 
par conséquent, au heu de Végalité (44), on obtient celle-ci 


ff 


wy, 
22 Fi = Aarc tangty 


(47) oy 
L Wo 
+ i da du[o(u, *)— p(u-+ta)— p(u—i2)] da; 
0 


et, au leu de (45), cette autre 


2U'> 2 = fare tang — 
150) 

(48) a 
Wo é 

ee [ du { da[y (u, %)-— p(u+ta)— p(u—ta)|da. 


/9 9 
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La conclusion est done 
A ee / aT are 
(49) Ne Ws — Ny W2 = UT; 


aa ; : um : 
on trouve ici une constante double, ¢z au lieu de —- Mais, d’aprés 
2 
(31), nous tirons de la 


iT 


(50) 413 — 4301 = 


Ici encore, on le voit, les demi-périodes o,, w3, avec A< oo, 
jouent le méme rdle que w, w/ avec A> o. 


a 
Etude de la fonction (a, 1) = i: | C(a-+- 14) + C(a —ia)] dz. 


“0 


Premiére propriété. 


L’analyse précédente s’étend immédiatement. Considérons la 
fonction suivante 


a 
(51) Diane) i [C(a@+14a)+ C(a —ia)] da; 
0 


c’est, comme on voit, une fonction réelle de a et de z. En mettant, 
pour abréger, 
1 { 


592, U(a, %)= : ++ —— 
pera OS) (a—ta)? (a+ta) 


p(a—iaz)— p(a- ia), 


nous pouyons exprimer ® par une intégrale double dou a disparu 


¢. Ce sera, d’aprés (39), 


* sad ss " 
o(aa)= fi eee i dt. [ da V(a, x), 
Se tPee 


0 =¢ 


ou bien, en changeant la variable d’intégration dans lintégrale 
simple, 


a 


a 2dx % a 
(Gs) P(a, «) =e —— [ da da\(a, «). 
0 1 at eh A 0 


0 


C’est a dessein que nous laissons subsister ’intégrale simple. 
Il est essentiel de se rappeler les limites imposées a a et 4; ce 
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sont les mémes que pour wu el a dans (3g), savoir : 


pia S09, 


s 2.0) 2,0) 
(54) Tire he ere — 20 La< 20); 
Si A ee 
’ 
it 
2We 2,W; 
(55) — ye ha <5 — W, <a < ws, 
. 5 ws 
(55 a) — = ca =; — 2W,< a < 2s. 
7 l 


Pour le cas du discriminant négatif, on a le choix entre les 


limites (55) ou (55 a). 
Considérons, en méme temps, la fonction ®,, semblable a ®, 


mais obtenue par le changement de g3 en — gs, et échangeons-y 
les lettres a, ~; en conséquence, 


a 
(56) @; (2, ay= f [C(a + ia) + C(a —ia)| da. 
0 
Sous le bénéfice des restrictions (54) ou (55), on aura aussi 


2dy . a 
(7) malm PTE +f def datiln a) 
oo) Bates «/0 0 


ui, (2, a) = Gey (eee p(a—ta)—p(a2+ ia) =—V(a, «). 


Par conséquent, on conclut, comme dans les deux paragraphes 


précédents, 
a 


“ dix 
Pla, a) (x a)= 9 fi Sar f ST 
, I+ I+ y? 


. a ij 
Mais on a, en faisant yv = z 


a 


f ies nly 
9? 
o4 


: it aN, a. ‘ a Ahad 
et le signe de la limite supérieure coincide avec celui de —- Réunis- 
od 


sons les deux intégrales, nous obtenons 
ee 
E 2 
ode ao gee T 
Mudie We » Se eee 
a ee 1+ @ oa 2. 


“0 
a 


w 
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Voici done la propricté que nous trouvons 
(58) P(a,a)+ 0,(4,a) == 7; 


le signe du second membre coincide avec celui de “, eta,zsont 
renfermés dans les limites (54), (55) ou (55 a). 

La somme (58) est done une fonction discontinue, passant brus- 
quement de +-% a — 7 quand une des variables passe par zéro. 
On peut de plus observer que, d’aprés la définition (51), ®(a, «) 
est égale 4 zéro quand un quelconque des deux arguments est nul; 
alDsl 


(59 ) OO(Oy Ci) == Oy LO C/O 


La somme (58) passe, disons-nous, brusquement de 4-7 a—z. 
Au moment du passage, elle a la valeur moyenne zéro. 

Cette discontinuité ne doit pas surprendre. Elle ne tient pas ala 
nature des fonctions elliptiques, mais elle est dans l’essence méme 
des intégrales définies. On a vu qu'elle se trouve également dans 


la somme 
a a 


f di. i. Che pee ae 
I+ x2 ia se 


v0 


Nous allons procéder a une étude de la fonction ®, en nous pro- 
posant de reconnaitre comment elle varie quand a et ve s’augmen- 
tent des périodes, et comment aussi la relation (58) doit étre mo- 
difiée quand a et « sortent des limites (54) ou (55), (55 @). 

Remarquons, comme conséquence immédiate de la définition 
(51), les deux égalités 

P(— a, 4) =— P(a, «), 


(60) 


P(a, —4) =— P(a, «). 


Addition d’une période au premier argument de ?(q, ~). 


La relation (27), 


C(at+2mw) =la+2mn 


donne immédiatement, d’aprés la définition (51), 


a 
P(a+2mo, ae [4m + C(at+ ta) + C(a —i2a)| dz, 
0 


(61) P(a +-2mw, 4) = 4{mna+ P(A, 4), 
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formule par Vemploi de laquelle le premier argument peut étre 
ramené entre les limites (— , +), ou plus généralement entre 


deux limites distantes d’une période 20). 


Expression de ®(a, «) quand l’un des arguments 
est une demi-période. 


D’aprés la relation 
C(w + ¢a) + C(w — ta) = 2%, 
on conclut de la définition (51) 
(62) <Di(Cy Gl = he 


Semblablement, pour la fonction ®,, obtenue par le change- 


ment de en — 3, changement qui entraine celui de , 7, 


: 
53 5 


() arf 
en —») tn, Oona 
; ) 
' * 
, co) AA 
(62a) Py (= a) = DUG Ble 
l 


On ne saurait trop rappeler que w’ et 7/ sont purement imagi- 
; é aw’ : : 
naires; par conséquent, — et tn’ sont réels. 
3 . wy’ f , 
Pour obtenir maintenant ® @ -) » recourons a la formule (58). 
(4 


En supposant, comme cette formule l’exige, @ entre les limites 
pp ) ge, 
54) ou (55), suivant le signe de A, nous pouvons lécrire ainsi, en 
| ) 5 ) | 
t 
Ww 


y faisant 4 = me 


La quanuté ¢ sera l'unité positive ou négative suivant que a sera 
positif ou négatif, En outre, il faudra supposer ¢ = 0 quand a est 
nul lui-méme, puisque les deux fonctions ® et ®, sont alors nulles; 
mais, c’est ld un trait essentiel dans ces discontinuités, ¢ doit étre 
considéré comme égal a == 1 quand @ est, non pas nul, mais infi- 
niment petit. Cette définition de ¢ est rappelée par les relations 


Seto i 


eS o3 3S Oy Qe G2 Oe 


o 


Ceci entendu, nous concluons de la derniére égalité et de (62 a) 


uw 
? (a. =) =enr— 204 a. 
i 
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Mais ici @ est liamité, comme nous |’avons dit. Pour affranchir a 


ae Re ; 3 w’ 
de ses limites, substituons cette expression de ® (a, -) au second 
U 
a Ni w! . . 
membre de (61), ot nous prendrons « — —- Nous aurons ainsi 
U 


ww! 5 ww! an 
P(a+2mo, =) = ymyn~—2t'a+ en. 
l l 


\ 


(63) 


Soit a+ 2mw =), les conditions (54) ou (55) deviennent 


respeclivement 


2(m—1))o <b<2(m+1)o, si A>o, 
(2m-—1)w,.<b<(2m+1)o:, si A<o. 
La définition de = devient 
6253, O02 — Ore 08 es = Gy Gl == yur 


et Pégalité (63) s’écrit sous la forme 


' ! 
Or WO 
m= =u 
U 


Ui t 
0) 16>) : . 
? (2, <) = 4m = — 217) (b—2mw)+-er=4 2tn' b—=en. 
u u 


: qo’ — 7/0 T : 
Remplagons maintenant par > ou par 7, suivant le 


signe de A, et distinguons les deux cas. Pour celui ot A est positif, 
on pourra limiter 6 dans un intervalle de grandeur 2, au lieu de 


4w, comme cela a lieu dans la formule ci-dessus. La quantité ¢ 
n’aura alors que les valeurs +1 ou zéro. Mettons, en outre, @ au 
lieu de 6, et résumons le résultat : 


/A>o0, 2mwsSa<2(m+1)o, 
xa! 
(64) ® (a, “) =—217'a+(2m+e)nT, 
cr Sauf au cas) @=—277u) Ou 6== 0. 
|; Ao, (2m—1)W,9< a<(2M-+1)W2, 
ow, 
o(a, 2) == aire +(im-+e)r, 
(65 : 
) E=—l si (2M—1)HW,.< a< 2MWs, 
B= C SI a=2MW, 
S=-+-1 SL 2MW,< a << (2AM+ 1)». 


A ces derniéres formules il convient d’en joindre encore une, rela- 
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live au cas ot a est de la forme (2m + 1)2. D’aprés (61) et (62), 


On a 


’ iF ' (4 

5 5 oy oy Ww, ; w)5 
(66) & [om ro 3] =4mn. = + 2% > = 2(am+ 1)q2 ae 
U t \ 


On peut écrire sous une autre forme 


Oy | (ty — Ty 2 ie ”) 


P if iy = l= ome i ( : 
(66 a) [> Oe | \ ) i i 


ney, = — 2(2M + 1)tH, 2+ (4m + 2)T. 


D’aprés la formule (65), quand a passe, en croissant, par la va- 


ae 
leur (2m +1), la fonction ® («. =) + 2tq,a subit un change- 
ment brusque, de(4 m + 1)7a(4m + 3)z. On voit, par (66 a), quwau 
moment du passage elle acquiert la valeur moyenne (4m-- 2)z. 
Le méme fait a lieu, quel que soit le signe de A, quand @ passe par 
les valeurs 2mw, comme on le yoit immédiatement dans les for- 


mules (64) et (65). 


Addition dune période au second argument de (a, x). 


Considérons lintégrale 


' 
(m+) 
L 


= [C(a+ ta) + C(a—ta)]dz. 
Ww’ 


’ 


ye . a>) . 
Sim est pair, changeons 2 ena —+- m = la relation 


: 4 w! ; 
(m pair) Gita U7 aU Sere 
l 


r 

: seers 0) 
donne immédiatement I, = I, = ® («, =) : 
l 


t 
1° . ° , W 
Si m est impair, changeons @ en (m +-1) =F ait la méme rela- 


tion donne encore I, = I,. Ajoutoms ensemble I), 1,, ..., 12-4. La 
somme est égale a my; mais c’est aussi Pintégrale prise depuis 


t 


ae: : o) ; a A w! 
z6ro Jusqu’a m—> C est-a-dire © (a, m — )- Done 


(67 ) ( a,m =| = me («, =) emt! 
‘ i l 
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Or 
Sd 


Prenons maintenant Vintégrale 


, 


16>) 
27t — 


[C(a-+- 18) + {(a— 78) a8; 


/ 
Ww . 
par le changement de 8 en 27 ae 8, et en vertu de la relation 


GC 22 POY = G7 a= yi oie 
elle devient 


(og 
[ [¢(a-+ #8) + ta — i8)]d8 = O(a, 2), 


<0) 


Ajoutons-la 4 la somme 1, + J, +-...-+I,,_,. Nous aurons ainsi 


I 
d 


yas : be ae ; 3) j 
une intégrale, prise depuis zéro Jusqu’a 27 — + 2}; par conséquent 
: t 


ry ts 
10D) @ \ 
(a,x aN ~} = ona, 7.) + P(a, a). 
j ‘ 


La démonstration que nous venons de faire pour cette formule 
suppose 7 positif, mais il suffit de Pintervertr ainsi 


oy’ a! \ 
P(a,4)=— 2anP( a,—)+P? a,a+ an) 
l z 


pour reconnaitre qu'elle s’applique également au cas ot 7 est né- 
eatif. Prenons cette derniére forme en y remplagant n par — 7, 


68 ) P(a,a)=2nP ane +. a, b= 2n = . 
(68 ? l U 


Généralisation des propriétés précédentes. 


Employons maintenant les égalités (61), (64), (65) et (68) pour 
réduire explicitement les deux arguments a étre compris dans |’in- 
tervalle d'une période. 

. wy w! 

Dans le cas A > 0, supposons 4 compris entre 22 — et 2 (m1 = 


et a, comme dans (64), entre 2m ct 2(m-—+- 1). Transformons 
le dernier terme de (68), d’apres (61), en écrivant 


w)’ oy ww! 
@( a64—o2n— )=4my| «a-—2n — | + P| a—2mo,a—2n — }> 
u l L 
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. ow! . 
et remplacons aussi (a, =) par son expression (64). Les termes. 
\ 


du second membre, outre la fonction ®, sont les suivants : 
, 1) heii A ee 
4m {a4 —2n— +2n[— 2ty'a+(2m+e.)r]. 


Nous les mettrons sous la forme la plus symétrique en rempla-— 
Saeetae : ut 
cant 270! par la quantité égale qo! + 7/o + =? et nous aurons la, 
formule suivante : 


A>0o0, 2muw2a<2(m+1)ow, 


ow! » 0) 
IN a<Ka(n +1)—> 
l L 


(69 ) P(a, 4) =4mna— 4nin'a+ 4mni(qu' + 7) 
w 
+2n(m-+-2)r+ P(a—2mwH, a—2Nn— }> 
U 
Sie tp saufau cas @=2mw, ou G==0: 


Nous pouvons maintenant généraliser la relation (58). Chan- 
geons g3 en — 23, par conséquent 


en 


et, en méme temps, échangeons a, % par conséquent aussi m, n; 
nous aurons 


Pi (a, a) = 4nin'a— 4mna— 4mni(r'o + jw’) 


(69a) ; w! 
+am(n+2)r+0,(42—anrn—=, a—a2amw). 
l 
La quantité < a, par rapport aa, méme signification que ¢ par 
rapport a a. : 
Dans les deux fonctions ® et ®,, qui sont aux seconds membres 
de (6g) et (69 a), les deux arguments sont entre les limites (0, 20) 
20) 5 ee 
(0, ok On peut done leur appliquer la formule (58), et leur 


somme est zéro ou + 7, suivant les cas, que lon peut réunir en 
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représentant cette somme par ¢e’x. Ajoutons membre 4 membre 
(69) et (69 a), et voici la formule cherchée : 


AN S10); 2mvla<2(m-+1)o, 


wy! Ss : Ww 
2n—~Sa4<29(n+1) +, 
i ri 


(70) P(a, 4) + P1(4,a)=(2m+)(an+2')z, 
ae sauf aucas @=2mw, ou &=0, 
y w! . iy 
Ce sauf au cas #=2n—; ot 3 == 0) 


L 


Dans le cas A <0, voici comment se fait le méme calcul 
Supposant a dans les mémes limites qu’aux formules (65) et 


ers ws ; ws 
aussi & entre (2m —1)— et (2n2-+1) —, nous remplacons au_ se- 
U Y t 


cond membre de (68), comme tout a Vheure, 


L 


5 ; 5 w 
P(a,x—an par {My {(%— An —)+P(a—2XMwW2, 4— AN = 
L 


\ 


el, suivant (65), 
OF ert , 3 
ane (a,"*) par an[—2in,a+(4m- e)r]. 
l 
Nous mettrons, en outre, au lieu de 27,w,, la quantité égale 


No, + 4, @2-+ Iz, et nous obtiendrons une formule qui différera 


de (6g) par un seul terme 


A Os (2m —1)H,; La <(2M+ I)», 
Os me On 
(an —1)—= <a< (Qn +1) =, 

l u 


: ; : 
P(a, 4) = 4m gt — 4ning a + 4 mMNi(q204 + 4402) 


(sr) i Oe 
4 —g9n(2m—+2nr+ P(a—2MoMs, ~—B2N-.- |, 
L 
&=—T, (2m —1), a4 LAMY, 
e= 0, a= 2M, 
| 
\¢=-b 1), 2Moz<— a4 <(2M +1). 


Prenons ensuite, comme tout a l’heure, l’expression analogue 
de ®, (a, a) etremplagons la somme des deux fonctions ® du second 
membre suivant la formule (58). Leur somme sera ¢e'z, car les deux 
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Ws 


? 
arguments sont lun entre — w, et ++ w,, l'autre entre =e 
On 
== =. On aura done 
l 
NEO, (2m —1) Ww, <a <(2M+1) ws, 
t 
Ws, (o>) 
(an 1) <a (on Ei) a 
L 


P(a, a4) + Py (4, a) = [(2m+ e)\(an+e')+4mn]r, 


6-1, (2m —1) 02 <a < 2M, 
oes Ws pes is o> 
= J/e=—1, (27% —1) —* 4 9n =, 
(72) y u 
ci OF , a4=2M, 
, 
1 Ms, 
Eo 0% Th = Dig Ss) 
U 
a, 2MW, (a4 < (2M-+ 1)Ws, 
2 ws > 
aris 2n == <a4<(2n +1) —- 
U u 


Ces formules (71) et (72) ne conviennent pas quand a@ ou &@ al- 
teint une demi-période. Suivant l’observation faite ala suite de la 


: : : ; ; ow, : 

formule (66), si @ devient égal a (2m —1)W., ® (a, +) subit une 
diminution brusque, égale a 7. Il faut done diminuer le second 
membre, dans (71), de 2nz. L’analyse se poursuit sans obstacle, 
car la formule (58) permet a unr des arguments de devenir égal a 
une demi-période; on déduit done immédiatement de la formule 


(72) les deux suivantes : 


| (a, a4) + P,(4, @) =[(2m —1)(2n+2')+4mn—an]r, 
(72a 
qj | a =(2M—1)o33 

P(a,4)+ P,(4,a) =[(2m + ¢)(2n —1)+ 4mn—2m)xr, 
(72.6 ny 
ae) a =(2n—1)—2. 


ch 

Mais, quand a et « sont a la fois des demi-périodes, il faut encore 
prendre une nouvelle formule, d’ailleurs fort aisée a construire. 
Nous avons, (apres (67), 


(yy) 7 t 
»| (am —1)W3, (27 =) = (an—1)0| (2m—a)or, sf 
U 


et, @aprés (61) et (62), 


Ul 
5 5 


2 [ (om —+1) We, “al =(4m — 2) =) 
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dou résulte 


' 
2W, 


cH | (om —1)W2,(2n —1) =] = 2(2n —1)(2m—1) 


S t aa: 
= (on—1(am—1)| 2% See, a 
i 


if 
W, 

&=(2m —1)Wy, Ce (i) = 5 
(72¢) 2H 


f 
P(a, 4) + (4, @) = 2(2n —1)(2m —1)z. 
Addition simultanée des deux demi-périodes, dans le cas 
du discriminant négatif. 
Prenons l’identité 


Ud 
A+ wy 14 = 02 wy +ati(a—); 
‘ 


puisque :-— w, est une période, nous avons 


Ci 
P(a+ 2,4) = f [C(a@ + wmg+ @) + (a + w.— «)| da 


¢| 4 i(a “) c|a i(a 2) [ha 


(ON ree 
somat f , | [C(a+ iB) +t(a— iy] ap. 
8 


Séparant la derniére intégrale en deux autres, ayant toutes deux 
une limite égale 4 zéro, on conclut 


Ww w, 
P(A + wW2, 4) = 2424+ (a, )+0(4, a — “). 


ws | © Oe : , 
Changeons « en % + — > remplagons ®( a, — ) par son expres- 
sion (65), et nous avons la formule cherchée 
LN 
> 
| (a+ os, i) 
€ / 
G7) as Re 
| = 2424 — 219, a + 22 + (4m+e)n+ P(a, «), 


1. II 
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dans laquelle m et ¢ ont la méme significaion que pour la formule 
(65). 


Valeurs limites de ®(a,«) quand les arguments convergent 
vers des périodes. 


Nous savons déja (59) que ® est nul quand un des arguments 
est nul. Mais il n’en est pas de méme quand un argument es! 
infiniment peut; c’est la un des caractéres de disconunuité. 

1° Quand « tend seul vers zéro, la définition (51) montre que 
(a, «) tend aussi vers zéro. Il n’y a la aucune disconunuité. Ainsi 


(74) lim ®(a,a)=o0. 
a=0 


2° Quand a tend seul vers zéro, on voit dans les formules (70) 
ou (72) et (726) le terme ®,(%,a@) tendre vers zéro, comme on 
vient de le reconnaitre, tandis que le second membre présente une 
discontinuité; done ®(a, «) est discontinu quand a tend vers zéro; 
sa valeur limite n’est pas la méme quand l’infiniment petit a@ est 
posiuif ou quand il est négatif. Effectivement, légalité (53) 


a dx Ad a 
P(a, x) =f af da [ da (a, «), 


<210 : a) “0 


is 


r 20)! 20 
dans laquelle « est supposé entre — — et + — 
U t 


» et dans laquelle 


aussi (a, %) conserve toujours une valeur finie, fait voir que 
®(a,«) se réduit a la premiére intégrale : celle-ci devient + =, 


5 . a 
suivant le signe de Be Nous avons done 
€ 


ONC CEB BSe, SCS O, 2 a0. 
a=—0 

(75) De etek ee Os ; 
=F i Sein SS 


« re) 29. iS et o: be . A rd 4 , 
3° Sia eta tendent ensemble vers zéro, la méme égalité (53) 
fait voir que ®(a, «) est indéterminé; sa valeur limite 


~ : a 
(76) lim (a, «) = 2arctang — 
c= o——0) a 


dépend de la maniére dont a et a tendent ensemble vers zéro; c'est 
un arc quelconque, compris entre — zm et + x. 


CHAPITRE V. — LA FONCTION Cw. 163 


On pourra, sans aucune difficulté, passer ensuite a l’examen des 
discontinuités qui s’offrent quand les arguments tendent vers des 
périodes. Les formules des paragraphes précédents, qui donnent 
le résultat de addition des périodes en fournissent le moyen. Nous 
laisserons ce calcul, comme inutile. 

Ce qu'il importe beaucoup plus de savoir, c’est s'il n’existe pas 
(autres discontinuités. A cette question, la formule (53) répond 
par la négative, dans les limites oti elle s’applique; puis, au cas 
A> 0, Pégalité (69) enseigne que les discontinuités ne peuvent 
pas se présenter autrement. Au cas A<o, l’égalité équivalente 
(71) montre que les discontinuités se produisent seulement quand 
a ou % converge vers des périodes ou des demi-périodes. Mais, a 
Pégard des demi-périodes, la formule (53) fait encore voir que les 
discontinuités s’offrent seulement si a et « tendent, a la fois, vers 
ces demi-périodes. 


Pour ce cas, les égalités (73) et (76) nous donnent 


( : wo) a. Ww, 
lim ®(@+ ., 4+ —}) =en-+ 2arctang— + 27.-—> 
a L 


(Colgp) a=0, 2=0 


r 
es a — Bia, a) 
Propriétés de la fonction W(a, «) = e? : 
C’est cette combinaison 
sd Pa io) 
78 Wa, a) =e? = cosi® + sini 
(78) (4, %) = OOS aa 2 


qui jouera, dans le Chapitre VI, un rdle considérable, en nous con- 
duisant a la connaissance de la fonction dans laquelle se résume 
toute la théorie. Les propriétés qu’on vient de reconnaitre a la 
fonction ® se traduisent en propriétés correspondantes, qui ap- 
partiennent a W. Pour en obtenir les expressions explicites, nous 
n’avons a faire, pour ainsi dire, qu'une transcription des formules. 
Mais, a cet égard, il y aura lieu a quelque simplification : linté- 
egrale ®(a, ~) se rencontre dans les applications, et il était utile de 
développer, pour elle, les formules sans qu’il s’y présentat aucune 
restriction. Mais W n’est qu’un intermédiaire ; nous ne prendrons 
pour cette fonction que les formules dont nous aurons besoin au 
Chapitre VI. Ainsi nous ne supposerons pas que les arguments puis- 


164 PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


sent étre égaux a des périodes, mais seulement qwils puissent con- 
verger vers des périodes. 

Nous transcrirons d’abord les formules qui s’appliquent, quel 
que soit le signe du discriminant, puis celles qui sont propres au 
discriminant positif, enfin au discriminant négatif. 


I. AZo. 
Conséquence de (60). 
W(— a, a) V(a, a) =1; 
(79) W(a,— a) W(a, a) =1; 
W(— a, — a) = V(a, a). 
Conséquence de (61). 


(80) W(a+ 20, «) = W(a, a) ene, 


Conséquence de (74). 
(81) lim W(a, «)=1. 


C=0 


Conséquence de (75). 


rine) 


a Veron SG), 6) Ses v 


a=)0 
So Sain, Sh aiabert . 
(82) ca >o, oa > 0, 
20! 20! 
= igs a 
A hes. t a 
La forme du second membre, ¢e'z, résulte de ce que e est égal 


BSE WR, 
Conséquence de (76). 
Oe a an 
Si est l’arc dont la tangente est ae W converge vers cos#+dsin§. 
Cet arc, a cause de sa définition, est, on l’a déja vu, compris entre 
T ™ : Kr ‘ ; 
— 5 et + 5; som cosinus est donc posiuf. La partie réelle de W est 


donc positive, etl’on a 


lim W(a,a«)=lime —) 
(83) a2=0,a=0 a?— 2 


Coat: a ereE 
6 =Se 7, ea > 0, Var+ 2> 0. 
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JW aN Sof 


Conséquence de (68). 


Prenant, dans (68), m=1, et remplacant (a, =) par son 


\ U 


expression (64), on obtient 


2.09! : 
(a, & Se, a)=—4ir/a+(2e+4m)n. 


\ 


% f . , , . . 
Comme il a été convenu de ne pas considérer maintenant les cas 
ou les arguments sont égaux a des périodes, ¢ doit étre pris égal 


a1. De la Pégalité 

20)’ » 
(84) W (aa 22) = waayena, 
résultant de ce que e’* = — 1. 


Conséquence de (70). 
Il faut y supposer aussi e =1, e’/=1. Ona 


itt 
271 -+-1) (27 + 1) — f 
m )( ) 7) = (— 1)yetny, 


et la conséquence cherchée s’exprime ainsi 


W(a,a)P,(a, a) =(—1)"*"1; 


ww! 


(85) wy’ 
2mu<<Ha<a(m+I)w, an — <a<2(n +1) ar 


La quantité W, (a, a) est, bien entendu, celle qu’on déduit de ®,, 
comme W est déduit de ®: 
i 
= BD, (a, 
NG (Cet ah) = GP eee 
C’est, par conséquent, la fonction VY ot ona changé g3 en 
— £3, et échangé les lettres a, «. 


De At<ao: 


Conséquence de (68). 


En faisant dans (68) n=1 et remplagant ®(a, w’) par son ex- 
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pression (65), nous aurons 


P («. a Bee ) — &(a,4)=—4ln,a+ (2¢+ 8m)rz. 
On doit prendre ¢ == 1, tant que @ mest pas une demi-période. 
Mais, comme il a été expliqué a la suite de Végalité (72), on doit 
diminuer le second membre de 2n si a est une demi-période ; 
donc 


; 7 ' 
W, Se aie 
(86) (aa 29) = =: W(a, aye ar 
i 
égalité ot il faut prendre le signe moins, sauf au cas ad ==(2 7 —1) Ws. 


Conséquences de (72), (72@), (726). 


f er pha 
{ (—1)"rn Beli 
- : (—Pre'zt sl @=(2Mm-+ 1), 
W(a, a) Wy (a,a)= ) ( 
‘ : ws 
(—1)"ez Sie O90) 701) 
l 
-=—I1 s1 (2M —1)W.< a 2M Wa, 
(87) : 
&=-+-[ ST 2M, a (2M + 1) 9; 
‘ Ww, e Ww, 
e = -— 1 Sin De) = ea 
u I 
; “ 
1 A Ws, hi 2 W>5 
ate Sl DY re Nol | a Wer 
\ I l 


Nous ne transcrirons pas la conséquence de (72 c), qui serait 
semblable aux précédentes avec —1 au second membre; car nous 
n’aurons pas a employer le cas dans lequel a et % sont égaux ala 
fois a des demi-périodes, mais seulement celui oti ils convergent a 
Ja fois vers ces demi-périodes, comme il a déja été dit (p. 164). 


Conséquence de (73). 


rn ' ' 

; , + Yaglh+Nyd+NgWs 

(88) y (aon, a+) = wa, 2)eie™ 2 fe 2 
1 


formule ott ¢ a la méme signification que pour la précédente (87) ; 
ev doit étre remplacé par —1 quand a= (2m+ 1)». 
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Conséquence de (77). 


En raisonnant comme on l’a fait pour la formule (83), on voit 


| 


que le terme 2 arctang — améne le facteur ¢: mais le terme ex donne 


tT 
Vexponentielle e * = e7, en sorte que ¢ disparail, son carré étant 
toujours + 1; donc 


, ' 

° Ws; 
| lim W (« +03, 4 =) 
/ a=0,%=0 l 


(89) 


! / ' t 
| Na ~ gM, or (122 +12 Wo) 
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CHAPITRE VI. 


LA FONCTION cu. 


Définition de ew pour les arguments réels. — Homogénéité. — Dérivée. — Addi- 
tion de la période. — Racines réelles de cu. — Formule fondamentale. — 
Arguments purement imaginaires. — Arguments complexes. — Imparité. — 
Changement dew en iu. — Dérivée. — Addition des périodes. — Addition de 
la période 2w,(A <0). — Continuité de vu. — Dégénérescence de gu. — La- 
cune que présente le développement de ru. — ‘Propriétés caractéristiques de 
yu. — Equation a trois termes. — Les fonctions 7,u, 7,u, 7,u. — Expression 
des quantités ~pw—e, par les ¢. — Diverses expressions de Vere de 
hie . , ek . ae 
Ve.—2 Vé,—e, et des quantités analogues. — Addition des demi-périodes dans 


les fonctions ¢. — Expression de p’w par les ¢. — Multiplication de l’argu- 
ment dans vu. — Intégrale complete de la fonction ¢. 


Définition de ou pour les arguments réels. 


L’intégration de Cu est Vorigine de la fonction que nous avons 
encore a introduire. Soit « une période : quand wu converge 


° 5 oar erat I 
vers #, Cu devient infini 4 la maniére de ——— 
l 


» et son intégrale 


devient, elle aussi, infimie, mais 4 la maniére de log(w — mw). Pour 
éviter cette singularité, on prend pour nouvelle fonction une expo- 
nentielle, dont Pexposant est lintégrale de fw. 

En définissant €w, nous avons considéré (V, 3) la fonction 


uw 
a5 TUL 
u — — cot = E(t) — i u) du 
cu — cot P= fF) 
(1) u < 5 
a hes 
-- ft ———— \ —pu]du. 

Se Brae ae! 

OS), —— 

\ SHAY, 


Elle est finie et continue pour toutes les valeurs (réelles) de w. 
La méme propriété apparent a son intégrale F (w) 


(2) §(u) = ib F(u)du = if du f du ene ; 
hy Je i 


a) 
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La nouvelle fonction ow sera définie par Pégalité 


DO RUE Py 
(3) SU sim eo 
T 20) 


C’est une fonction impaire comme le sinus; car F(w) est im- 
paire et, par conséquent, F (w) paire : 


(4) o(— u) =— oU. 


Homogénéité. 


Les relauons d’homogénéité établies successivement pour p/w, 
pu, Cu font apparaitre toutes ces fonctions comme homogénes et 
des degrés respectifs — 3, — 2, —1, quand on y envisage u, 0, 
comme étant du degré 1, et 22, 3 comme étant des degrés — 4, 
— 6. La combinaison F(w) est, comme Cu, homogéne et du degré 
—1, et son intégrale F(u) est homogéne et du degré zéro; par 
conséquent, ou est homogéne et du degré 1 : 


u j 
(5) (73 8227, 8s ») = a 82) &3)- 


p 


Cette relauon (5) comprend la précédente (4) comme un cas 
particulier. 


Dérivée. 


Par la définition (3), on obtient 


i a8 T TU 
| — logvu= — cot — +F(u)=Cu, 
; Ohi 20 20) 
(6) 

ol 
Gu 

| SS = GW) 
ou 


Addition de la période. 
D’aprés Végalité (V, 5) 
F(u + 2w) = F(w) -+ 29, 
on obtient, en intégrant de zéro a u, 
F(u + 2w)— F(2w) = Fu-+2Hu. 


Faisant w= — w, nous voyons, dans cette relation, se détruire 
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les deux termes ¥(w-+ 2) du premier membre, et ¥(w) du se- 
cond membre, la fonction ¥ étant paire; donc 


F (2 Ww) = 27Hw, 
§(u+ 2w) = F (u) + 27 (uU+ w). 
5 5. GE F eer : an 
D’autre part, sin — se reproduit, changé de signe, quand on 
2 WwW 

change wv en (w+ 2w). Donc, daprés la définition (3), 

(7) c(u + 2m) =— CU.e2N(uto) | 

ce qu’on peut écrire aussi 


o (w+ WU) 


(8) ==) E24 
o(w— u) 


Pour Vaddition de 2mw, on déduit de (7) 


J(u + 2m) 


— — e2qlut+(2m—1w! | 
o[u+ 2(m —1)w]| 


o[u+2(m—1)0] _ 
c[u+2(m—2)w0] — 


21 2m—3) 
e2qlu+(2m—3)o) | 


Multipliant ces égalités membre a membre, et tenant compte, 
pour composer l’exponentielle, de la relation 


I+ 3+5+...+(2m—1)=m?, 
on obtient la relation générale 


T(U+-2m0) _ 


(¢ 
9? ou 


( TO tan ezmqu+mo) 


qui, démontrée ainsi dans lhypothése m positif, est yraie aussi, 
quand m est enter et négatif. C’est ce qu’on voit par le change- 
ment de w en — u dans cette relation (g) elle-méme. 


Racines réelles de ow. 


L’exponentielle oF est loujours positive, sans deyenir jamais 
nulle; donc, suivant (3), ¢wa toutes les racines du sinus, sans en 
avoir d’autres. Les deux fonctions ont toujours méme signe. Les 
racines sont de la forme w= 2mw. 
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\; 


r (0 


D'aprés (2), (0) est égal a zéro, e& ” AVunité. Puisque le rap- 
port du sinus a Vare tend vers lunité quand l’arc tend vers zéro, 


on a, suivant la définition (3), 


5 OT 
(10) lim — =1; 
wo U 


de la, suivant la relation (g), on déduit 


= ees 
(11) Te ee al 2 incre, 
= u 


Formule fondamentale. 


Légalité (V, 16) 


if 
yu 
G(u = ¢) = C(u— 9) 9 Fu = pee Mint S 
pu— pe 
peut €tre écrite sous la forme 
d eee eS See) d lowe 
= og(pu—pe). 
oie su Gia ae | j 


Les deux fonctions, dont les dérivées logarithmiques sont ainsi 
égales, ont donc entre elles un rapport indépendant de w. Pour 
connaitre ce rapport, il suffit de supposer uw = o. D’aprés (10), la 


c(U+9)c(uU—>?) ; . 9 6(— 9) 
este egale a Ol, 


ul 


yartie principale de 
| | I 


o2u 


G79 


‘ ae, : at , r 
Waprés (4), — La partie principale de (pu — pe) est —,- Le 


u2 
rapport est done égal a — o?¢. Voici donc la formule obtenue : 


o(U+) o(u—?) 
o7u oy 


(12) 


Sa OUR pu. 


On verra bientét, dans le présent Chapitre, que cette formule 
(12) renferme, pour ainsi dire, toute la théorie. Il n’existe pas de 
théoréme d’addition pour la fonction ¢; la proposition (12) en 


tient lieu. 
Arguments purement imaginaires. 


En méme temps que 
SLi CLUE Lone ois )) 


considérons aussi 


(13) SU = 6 (UU; £5, — 83); 


172 PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


yi2 x g ig ws F a) IEF os 2 a 
comme nous avons déja envisagé pu et Cu. Rappelons qu’alégard 
de Cu les constantes remplacant 7, », 7, w! sont 


= . = 1 — . 
(14) ch O= 7) th) = wy Ov 70s 


Conformément a la relation d’homogénéité (5), nous prenons, 
pour définition de o(iu) avec u réel, Pégalité 


(15) G(U) NU ue 


La fonction ¢¢, dans laquelle ¢ = iw est purement imaginaire, 
satisfait, comme l’homogénéité le rend évident, aux relations déja 
établies pour dw; mais, dans les relations ou figurent 7, w, ces con- 
stantes sont remplacées par 7/, w’. Ainsi, au lieu de (8), ona 
: o(w'+ 9 ae 
(16) Se = om 0 
au lieu de (9), 


o(v + 2mw') 
(17) =) ry 


ov 


(— 1)” e2mnn' (e+ mw’) ; 


au lieu de (11), 
c(9 +2muw’) 


(8) lim at came (— 1) e220", 


/ 


Arguments complexes. 


Nayant pas de théoréme d’addition pour g, c’est a la formule 
(12) que nous devons demander la définition de ¢ avec un argu- 
ment complexe. Elle peut nous servir a définir le produit des deux 
imaginaires conjuguées o(a + ta), ¢(a — ta). Posons done d’abord 


(a+ 14) o(a@—i4) = a oia(pta 


pa). 
Mais il faut maintenant une seconde relation; c’est 4 quoi va servir 
la fonction W du Chapitre précédent (V, 78), et nous poserons en 
méme temps 

o(a+ ta) 


= — ne ; 
o(a— ta) JGR 


Ces deux relations donnent bien pour o(a + ta) el c(a— va.) 
deux imaginaires conjuguées; leur produit, en effet, est réel, et 
leur rapport est une exponentielle 4 exposant purement imaginaire: 
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c'est ce qui doit avoir lieu pour le produit et le rapport de deux 
quantités conjuguées oe, oe-). 

En multiphant membre a membre les deux égalités que nous 
venons d’écrire, nous aurons o?(a@+ ta). Extrayons la racine 
carrée aux deux membres, et précisons entiérement cette racine 
carrée; ¢(a@-+- 12) sera alors bien défini. Nous aurons ensuite a 
reconnaitre ses propriétés. 

Il y aura lieu de distinguer ici le signe du discriminant, ce que 
nous n’avons pas eu a faire jusqu’a présent dans ce Chapitre. 


SOs 


S(a+tz)=(—1)"1li sa siz/pa — pia (a, «), 


(1g) 


w’ uw’ 
IN K4z~Ka(n+1)—- 
l l 


Le radical \/pa@— pia, toujours réel puisque Von a 


DUOC a <q << DID, 
est pris positivement. 

Quand a est un multple de 2 ou zx un multiple de 20’, 
pa— pz est infiniment grand, n’a point de sens. Mais da ou siz 
est alors nul. On prendra pour définition de ¢(a + 1) la limite 
vers laquelle converge le second membre quand a ou tz con- 
verge vers ce multiple de 2w ou de 2’. On verra plus loin quelle 
est cette limite. 

Dans le cas du discriminant négatif, voici la formule analogue : 


| A-<0; 


S(@+t4)=(—1)ica giz/pa— pia (a, x) 


(ryt en général, 
(—1Vv= } : 
’ 
E == Sia = (2M -+1)W2 
(20) ? 
hy Ww, w’, 
$= —1 sl (an—1)4 <a<on—, 
oy. w’, 
A 9 - , Wo 
ef = 1 si an—* <4 S(an+1) oat 


Le radical est pris posttivement; il est toujours réel, puisque 
Pona 
plra<ez2< pa. 
A ° . d , 
Pour les valeurs de ‘a et de ¢z, multiples de 2w. ou de 20,, 
mémes observations qu’a la formule (19). On peut remarquer que 
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le facteur (— 1)”*' e’ change son signe quand ¢a passe par un mul- 
tiple de 2: la formule (20), par suite, dans le cas ol @ n’a pas 
la forme (2+ 1), est identique a la formule (19). C’est seule- 
ment ce cas particulier a=(2m-+ 1). qui oblige a séparer les 
formules propres au discriminant négatif. 

Voila donc ¢(a@ + ta) bien défini, sans aucune ambiguité. Nous 
devons démontrer que cette fonction posséde les propriétés déja 
reconnues pour les cas ot argument est ou purement imaginaire 
ou réel. 

En premier lieu, l’équation d’homogénéité (5) est vérifiée ; car 
West homogéne et du degré zéro, Vpaep ta du degré —1, et 
gacia du degré 2. Il faut cependant observer que nous sup- 
posons ainsi implicitement y/p. positif, supposition sans laquelle il 
deviendrait nécessaire d’examiner le facteur 1 des formules (19), 


(20). Aussi allons-nous le faire a part pour le cas Vu. ene 


Imparité. 


1° Dans la formule (19), nous pouvons écrire 


Ms r 
® wo 
2(—n—1) : 2 oo es 

t 


Done au nombre 7 se rapportant a « correspond le nombre 
—(n-+1) se rapportant a — «3 par conséquent, ona 


G(— @ — 14) = (= 1)" (= a) OE ia) pa = pia U(— a, —2). 
Mais, d’aprés (4) et (V, 79), 
c(— a) =— Ja, o(— t4) =— ota, W(— a, =a) = UG, a). 


Done 
G(— @— 14) = (—1)"t oa rte Vpa—piaW(a, a), 


g(—a—ia)=—c(a+ ia). 
2° Dans la formule (20), si Pon a 
w, wo, 
(22 —1) = WR Di 9 
l 


on en conclura 


Ww . 


t 
a3) 

2n <—4<(—2an+1)-2. 
b 


t 
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Avec largument «, on avait 4 considérer le nombre n, et! était 
égal 4 —1; avec l’argument — a, nest remplacé par — n, et ¢! de- 
vient égal a -+-1. On voit done que (—1)” est remplacé par 
(—1)’T'! quand «@ est changé en — a. 

I] west pas nécessaire d’examiner le second cas qui se déduit 
du précédent par l’échange de « et — a. 

I] n’y a pas lieu non plus de considérer le cas 


! 


: by 
a=(2M+1), ¢— (7-1) 
i 


dans lequel on a 


pa=—pla4= ép, cu—o. 
Donec, en toute généralité, 


o(—uU)=— Su. 


Changement de u en ww. 
La relation (15) doit aussi étre vérifiée. On peut l’écrire ainsi 
(21) C(a@+ ta) =1dG(4—1a). 
Nous venons de reconnaitre comment se changent les nombres 
n, e' quand on change « en — a. Prenons les nombres analogues 


f 
= > : w = ‘ , 
m, ¢ relativement a a et w, au lieu de a et —> et faisons-y les mémes 


changements. Nous aurons, de cette maniére, ¢(% — 7a). 
Ainsi : 1° pour A < 0, soit 


2Mo<Ka<2(M+1)o, 
nous aurons 
F(a —1a) = (— 1)" i Ga o(— ta) Wpa— pia V,(a, —a). 


D’ailleurs, 
i= oles, o(— ta) =—i Ca, 


(22) ¥ f pales 
p2—=— pla, pla=—pa 


et, d’aprés(V, 79), 
I 


a) Se) uaa 
En conséquence, 


‘ Ss I 
—ta) = (—1)"+*11 sa cid = eee ea 
o(a ta) = (— 1)" +11 gadis pa —pia Tia) 
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Divisons membre & membre l’égalité (19) et cette dernicre, 
pour en déduire 


S(a+tad) 


= y7+n Wa, a) V,(a, a). 
T(%4— 1a) ( ) oat 


Mais la relation (V, 85) 
W(a,a)W,(a,a)=(—1)"4"1 


, = , bars thes 5 , y b 
transforme précisément notre derniére égalité en celle (21) qwil 
fallait vérifier. 

2° Pour A < 0, soient 


$i (27 —1)M, << €@< 2M, 
SI 2MM. <<a F (2M-+1)o. 


o 
| 


i 
| 


Comme il a été expliqué au paragraphe précédent pour le chan- 
gement du signe dans le second argument, onaura, conformément 
a la définition (20), 

F(a — ia) =(—1)¥*! Ga Sia /pa— pia WV; (a, —a), 
| (—1)e en général, 
(= 1)" = 


: ws 
a2 6 Sl & =(27 +1) —=- 
L 


De la se conclut, comme précédemment, par les égalités (22), 


(23); 


. 4 (— 1) +r ee! en général, 

Ae) : SS h(a ee ji w= (Sm=-e1)w 

o(a— ta) W(a, a) Wy (a, a) ‘i a 
s (—1)"¢ siiz =(2n +1)o}. 


Dans chacun des trois cas, le second membre est précisément 
i 


Sopa ’ nA y ayes) / mS 
égal, daprés la relation (V, 87), a Te 


L’égalité (21) est done plei- 


nement prouyée. 


Dérivée. 
D’aprés les définitions (V, 51, 78) de P(a,a) et de W(a, 2), 
ona 


0 


Oo x t v om 
5g OSV (4, 4) = 5 he H= 5 LSla+ ia) + C(a—ia)]. 
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On conclut done aussi bien de (20) que de (19) 


0 
Gao 
=! |otie4((a+ ia)+t(a—ie)— =P. |. 
AS a ah i ae aaa | 


Mais, suivant le théoreme d’addition (V, 16a) pour la fonc- 


tion © 
i pcs 
2Cta+ C(a—ia) “——_ = {(a+ 12). 
‘ ie pa—pu4 ic 


Il reste done simplement 


0 
O( tx) 


logs(a+ ta) = C(a+x). 


Nous aurons semblablement, changeant @ en a, % en — a et 


§3 €n — §3, 
a) l = 5 ) l/ dj 
= OLgc (a (KER Nae C(a la). 
O(ta) ~ ~ % ) 
ie A 5 ° a y A 
« de ay > “ Tr irl wad AT Ty 
D’aprés (21), le premier membre équiyaut rays logo (a+ tz). 


. x F, . rane 5 
Quant au second membre, il peut étre écrit aussi ° C(a + ta); 


done 
0 ; Y We 
jg Soa + ta) = Cla + ta), 
) eye Bae O. re eee ny Glogs (a-— ta) 
(24) ae ee a aS 8) = eae 


Ainsi l’égalité (6) a lieu quand west une quantité complexe. 


Addition des périodes. 


Si, dans la définition (19) ou (20), on change a@ en (a+ 2w), 
deux des facteurs du second membre changent seuls : 1° le facteur 
da qui, daprés (7), se reproduit multiphé par — e*'4t); 9° Je 
facteur W(a, «) qui, d’aprés (V, 80), se reproduit multiplié par 
ene, Donc 


(25) o(a+i2z+2w)=— o(at ia)ematia+o), 


Crest la complete généralisation de la relation (7). 
On peut de méme obtenir la relation analogue pour l’addition 
de 2w/ au moyen des formules (V, 84 et 86), ou encore déduire 
iE 12 
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de (25), par le méme changement de lettres qu’au paragraphe 
précédent, 


= : 20)’ = } 2in' (aia +?) 
6(¢—ta--—.- | = — ci(a— ta Je ) 
L 
Cie 2S : 
c’est-a-dire 
(26) C(a+ta+t2w')=—c(atiajernlari¢+o), 


généralisation de la formule (17), avec m=1. 


Addition de la période 2u;(A <0). 


Laddition de la période wy + w = 20; (A <0) exige un peu 
plus @attention. 

Tirons @abord de la relation (12) avec arguments réels (elle 
nest encore établie que pour ce cas ou celui des arguments pu- 
rement imaginaires) une formule particuliére, en supposant 


is 5, =, 


ou, daprés (8), 


pa—eg= | em 


Nous allons extraire la racine carrée, prise avec le signe plus. 
A cet effet, il faut observer que ¢(w2: + @) est positif quand a est 
entre — W, et + 2, puis change de signe chaque fois que a passe 
par un multiple impair de wy. 

' Au contraire, ¢a change de signe quand @ passe par un mul- 
tiple pair, et a le signe plus quand a se trouve compris entre zéro 
el 2W».. Si donc, comme précédemment, on suppose 


ae e=—I quand (2m —1)wW.< a@<2mMwbs, 
27 
oa quand 2MW. Ka <(AM+1)wo, 
6 T(W2-+ a r é ‘ ; 
le quotient a ale méme signe que ¢. Pour avour le radical 
J 


posttt/, nous écrirons donc 


O(W,+a) 


28 Dad — €y = ¢e—M4 
( ) vi : CW2.54 


AY 
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Semblablement, en supposant 


; ws wy 
gS i quand (2m —1) 42 <a<an-=, 
U 
(29) ‘ 
‘ Or | a > 
5 SSS quand Dae GC (Oy Pn) So 
i i 


on aura un radical positif si l’on prend 


rf. e F) aaa 
pee e oes , Net ® io (w, +12) 
(30) Véo—pta=e'e eee A 


TW, TUG 
En second lieu, la formule d’addition de la demi-période 


a (@5 — €; )(€s — @2) 
PUG = Os) — ea — 5 
pa— é2 


(és — €, )\( €5—e3) 


€g2—p(tz+o0,)= : 
€g2— pls 


nous donne 


5 : (ep en (eres) 
V pla = W>)— p( va + wo, ) = ; : Vpa Pls 
Vpa— ez Vey pls 


et tous les radicaux sont pris la positivement. On observe, a ce 
sujet, que (@, — e, )(@€,—e3) est le produit de deux imaginaires 
conjuguées, donc positif. Par le moyen de (28) et (30), nous ayons 


de la sorte 


V pla Gs) = p(ta = WW, ) 6 (4 a) ow, ta) 


V/pa— pla oa Gia 
r 


‘s oc Vas 
es Taht+ Noth 
SAO Wino SOY, Ven een ee 2 =wA\. 
¥ ee 


Reprenons maintenant l’égalité (20), changeons-y a@ et va en 
(a +-W.) et (ta + w,), et soit ¥’ le nombre qui remplace alors y. 
Nous concluons 

: oF 
; : We @ + We, a — 
T(A+14+02+W,) U 


Z = y)vtv A = 
O(a + ta) al Wa, a) 


Mais, d’aprés l’égalité (V, 88), le dernier rapport est égal a 
Seis io 3 Ne ame tre. 


Posons 


vie 
GCG = 2.0 05 V (eo— 1 )(€— €3 )eN2 2) 
2 2V (2 dy 
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nous avons donc 


1 | ! t 
(31) SUR ALE et I 2) = C(— r)vtv'e! e(Ma +2 )(a+ia), 
o( a+ ta) 

Il nous reste 4 examiner le facteur de discontinuité (—1)”*”e. Pre- 
nons le cas général ott a, a+ w2 ne sont pas multiples impairs de wy. 
On a, d’aprés (20 — 1 Va (Tye. désignant par wane. 

, Pp ) ) 5 ) 
5 j . oe Ww 
les nombres analogues 47, ¢’, mais relatifs a( a -+- — )> on aura de 


méme (— 1)” =(—1)""*'e". Le facteur qu'il faut examiner est donc 
(—1)"t'e”, Or (—1)" change de signe quand tx passe par un 
multiple impair de w,. On a déja remarqué que (—1)”¢' change 
de signe seulement quand va passe par un multiple pair; donc, de 
méme, (—1)”e" change de signe seulement quand (t+ w)) 
passe par un tel multiple, c’est-a-dire quand ¢@ passe par un mul- 
uple impair, exactement comme (— 1)”; donc le produit ne change 
jamais son signe et n’est pas discontinu. On voit d’ailleurs immé- 
diatement qu'il est égal a +1. 

Ceci observé, on peut facilement déterminer C en supposant, 


dans (31), 


ee i 
a=— fs, a = — 


par quoi le premier membre devient — 1, et la formule (31) 


i 


rs Wo+ Wo 
(a2+9)( u+ == 
TuU.e 2 


(32) C(U+ Wg-+ ws )=— ie 


y changeant w en (w— 20,),on en déduit, par le moyen de (17), 


' 
. ual Wo— Ws 
Game) a = 


(33) o(U+o,—w,)=— Sue 


Ces deux égalités, conformément aux notations introduites (V, 30), 


s’écrivent d 
(34) O(U+ 2W3)= — FU, e2Ns'U+O,) , 
(35) o(U + 20, )=— FU. eri lu+o)), 


Elles complétent lPanalogie qui existe entre les périodes 2 ,, 
203 (A< 0) etles périodes 2u, 2w/( A> 0). 
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Continuité de vu. 


1° Supposons, dans les formules (19) ou (20), « infiniment 
petit; il s’agit de s’assurer que ¢(a@ + 7) a pour limite oa. 

Dans la relation (19), le produit des facteurs au second membre, 
le radical réservé, a pour partie principale (—1)”«¢a, comme il 
résulte de (10) et (V, 81). Le radical a pour partie principale 


I aa, Sere , Pee 6 
=e) i quantite positive. D’ailleurs n est ici —1 ou 0, suivant que 
a est négatif ou ‘positif. La partie principale du radical est donc 
a I . ° 

(—1)? 5? et le second membre a pour limite oa. 


Dans l’égalité (20), le raisonnement est tout semblable: le 
nombre 7 est ici égal a zéro, et le signe de « concorde avec celui 


, 
= 
& 


de ¢’; le radical a donc pour partie principale —; le produit des 


- 
autres facteurs, ¢’« oa. La limite est ca. 

2° Sia est infiniment petit, il n’est plus nécessaire de recourir 
aux formules. La limite est ¢z% comme on le déduit du résultat 
précédent en mettant o, 4, —a, au lieu de o, a, a, puis reve- 
nant 4¢ par le moyen de la relation (15). C’est un procédé que 
nous avons déja employé. 

3° Supposons a et « infiniment petits ala fois. Soient 


Eola Ts SO Oe 


1 


ma 


WW 


S51 & O 


> O. 


La partie principale de pa— pla coincide avec celle de 


I I : o.8 Sie 
—, + -;> radical positif que l’on peut écrire sous cette forme 
a a2 


Var+ ere : onc ne acne: . 
Uae. /a2+- a? étant pris positivement. Les égalités (19), (20) 
donnent toutes deux 
‘ SAby: : a+ gy? 
Partie principale de (a+ t4)= 2'az4 a at. tea 


D’aprés (V, 83), W(a,%) a, pour partie principale, celle de 
a+ia 
2 donc 
Var G2 
; o(a+ tz) 
(36) lim ——— =I. 


a=0; 0=0 a+ U4 


C’est la généralisation de l’égalité (10). 
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Les formules (9) et (17) ont leurs analogues (34) et (35) dans 
le cas ott le discriminant est négatif. Employons maintenant la 
notation 20,, 2; pour les périodes, quel que soit le signe de A. 
Nos deux formules sont donc 


o(u —+- 2772; ) ; 
1 1 ( 
ou 


9 + 4 ) 
1)? E2MyM(Ur my) 


o(U-+ 27303) ~ | . 
sei Se eae 1) Ma E27} a(U+M Ds), 


fom 7) 


ott, bien entendu, argument w est une quantité complexe quel- 
conque. On peut réunir ces deux formules en une seule. Chan- 
geant, dans la seconde, uw en w+ 2m,, et multiplhiant membre 
4’ membre avec la premiére, nous aurons 


O(U + 2M, Ww, + 2772303 ) 


lol 


= (— T)Mrt Ms e241 +771 3'f),) (UA 44+ 12233) —2 70241123 (44.3—N)30)1) , 


A h . UT ee 
Mais 7; 3— 73, est égal &—, en sorte qu’on peut écrire cette 
2 
formule ainsi 
© = M,0),-+ 303, = M1 + 373, 


(37) o(u+20) 


== ( 1)%7a+VOns+V) e274 (w+d) , 
ou 


Elle ne différe de la formule (7), relative a la période 2w, que 
par le signe du second membre; ce signe peut étre plus. Mais cette 
circonstance se présente seulement quand m, et m3 sont tous deux 
pairs, et alors © est une période. Ainsi, toutes les fois que ® est 
une demi-période quelconque, on a toujours, pour l’addition de 
2@, une formule absolument semblable a (7). La constante 7 est 
seulement remplacée par 7. 

La formule générale (37) montre que deux fonctions ¢, dont les 
arguments different seulement par une période, different elles- 
mémes seulement par un facteur exponentiel du premier degré. 
Ce qu'il est essentiel dobserver, c’est que ce facteur est une fonc- 
lion continue et ne content aucun des signes ambigus == 1 qui se 
présentent dans la définition de gu. Au commencement de ce 
paragraphe, nous avons démontré que ¢u=3(a-+ ia) est une 
fonction conunue: 1° quand « tend vers zéro; 2° quand a tend 
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vers z¢ro; 3° quand w= a- ve tend vers zéro. Il est maintenant 
prouvé, au moyen de (37), que du=<9s(a+a) est continu: 
1° quand ta converge vers une période; 2° quand a converge vers 
une période; 3° quand w converge vers une période; 4° quand 
(A étant négatif) a converge vers un multiple impair de w2, ou 7a 
vers unmultiple impair de w,. Mais les formules (19) et (20) n’offrent 
aucune discontinuité apparente, hormis celles qu'on vient de passer 
en revue. Done la fonction ow est toujours finie et continue; en 
outre, suivant (36) et (37), elle a pour racines les périodes. Elle n’a 
pas d’autre racine, c’est ce quirésulte des définitions (19) et (20) ot 
l'on connait les racines de tous les facteurs aux seconds membres. 
Le facteur VW n’a aucune racine, puisque, par définition, c'est une 
exponentielle e”, ot 4 est réel. 

Il reste encore a s’assurer que la fonction ¢wu satisfait, dans tous 
les cas, a la relation (12). Maintenant que cette fonction nous esl 
connue, nous pouvons lui appliquer, pour démontrer cette relation, 
la méme démonstration, absolument, quia été faite d’abord pour 
un argument réel. La relation (12) est donc exacte. 


Dégénérescence de ou. 


Les formules (V, 32 et 33), qui font connaitre les dégénéres- 
cences de Cu, donnent immédiatement les dégénérescences de ou, 
pour les arguments réels ou purement imaginaires d’abord, puis 
pour les arguments quelconques. Il suffit @applhquer les défimi- 
tions de gu. On trouve ainsi 


/ AU Toston 383. 5 
by 2°) eee alga) DW) 9 wal ate 
pi @) tone, SS. (0) ou = — sin — e°? = sin — ets: ; 
Meo) is ™ 20) T 20) 
(38) 4 Tu Ti 
; a) 6 2 = eZw —-(5) ut 
GAUL) — : BE SONY ? 
\ ™ 2 
i Tin Tite ' 
aw E20 —@ 20" —7(ee) 
p\ === 10) O23 < O SUs== = e : : 
ee rs? it 2 
(39) 
w’ tu “(ey 
< 2.0 TT m\aniat 
os) SI iC 
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Lacune que présente le développement de cu. 


Développée suivant les puissances croissantes de w?, la fonction 


% ou ? ) 
paire ~~ presente une lacune au second terme, en sorte qu’on a 


CU u(t AU Bue. . ). 


Cette propriété importante résulte immédiatement du développe- 
ment de pu(IV, 4). Soit, en effet, 4 supposer que cette lacune 


n’existe pas, 


Su= u(1+au?+ Au'+ Bub--...): 
il en résulte 
ae) 4 
; ou I 
(GU = + 2au+(4A —2a?)u3-+..., 
cu u 
I 
ee ee food 2 . 2 
[pa Ga 2a +(64a 12A)uw2-+.... 


Mais le développement de pu (IV, 4) a la forme suivante : 


Dees u? 
Ou = — Des. 8 
J uz 20 Y 
nous en concluons 
cp 
“ih == Wp Aes eee 
240 
, 55) Se 
(fo) UL | Si SE aw |e 
x 240 


Au Chapitre IX, on apprendra a former rapidement tant de termes 


qu’on voudra dans ce développement. 


Propriétés caractéristiques de cu. 


La nature et les propriétés de la fonction ow se résument ainsi : 
c’est une fonction définie sans ambiguité pour toutes les valeurs 
réelles ou imaginaires de wu, toujours finie, impaire, ayant pour 
racines toutes les quantités 2mw,-+ 2nw3, met n étant des en- 


tiers; elle est développable en la forme 
Cu=u(1+Aut+ Bub-+...), 


avec une dacune du terme en u? dans la parenthése, elle se repro- 
duit muluphée par un facteur de la forme e¢“+4, quand on ajoute 


pa) 
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au des multiples queleonques de 20, et 203; elle jouit enfin de la 
propriété suivante, traduction de la relation (12), 


(41) o(u+v)c(u—ov) a 
I —— — 
¥ S2u c2p du? 


Ces éléments résument toute la théorie. Nous allons le montrer. 
Si Pon pose 
Ty OS Fu = Su, — tu = pu, 
on reconnait dabord, comme conséquences immédiates, la nature 
de Cu et de pu, la double périodicité de cette derniére. Les for- 
mules d’addition se concluent de (41), par ces conséquences, obte- 


nues en dérivant par rapport a uw et ¢: 


Dts 
C(u+ 9)+ C(u—?¢) 2s a oe 
Uy 
; ye) 
(w+) —C(u—v)—ate= —4 5 
j= 10U 


en dérivant de nouveau par rapport a wv, on en déduit 


) plu 


p(u+ev)+p(u— v)—apu=— A 


7) ia) Vv 


p(u+ v)— p(u—e)= ae 


el, par conséquent, 


Beg 0 pu—p'ev 
plu+e)=2pu oy 


C’est une formule d’addition, mais dans laquelle figurent pw, 
plu, pu; il faut pouvoir en faire disparaitre p"w et, pour cela, 
connaitre la relation qui lie p'w et pu. Or, en dérivant par rapport 
av, on a de méme 
0 p'u—p'e 
dy pu—pe 


[NUE = yee 


el, par conséquent, 


0 plu—p'e 
2pu— — ———— = 9pyv 
du pu— py 


0 plu—p'e 
0p pu—pe 


Mettant a part, dans le premier membre, le terme 


7) Cay pu p'e 


du pu—pe (ius pe) 
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on lui trouve son analogue, qui le détruit, dans le second membre, 
en sorte qu’on peut écrire 
0 pu p"o pe 


2 PUPS Re) du PuU—pPy = pu— py ‘3 (p u—per)?” 


i d . 7) BL a . 
ou, en mettant p/w +——~ au lieu de — et divisant par (pu — pp), 
d(pu) Ou 


pu d piu ea pe ‘ po 
“pu—pe d(pu) pu—pe — “(pu— pe) 


(pte —= pone 


Intégrant les deux membres par rapport a la variable pw, et dé- 


signant par @ une constante encore inconnue, nous aurons 


ay - \2 2p’? 20 
(FP) =ipu+ apt Ph 4 


PD 


"Supe. Cpu pry 


ou bien, en chassant le dénominateur, 
p2u= 4(pu—pe)(pu+a)+ 2p’o(pu—per)+p?e. 


Ici ¢ est une arbitraire. On yoit done que pu est exprimable 
par un polynéme du troisieme degré en pu. Pour préciser ce 
polynéme, on observera que lune des propriétes de gu donne, 
pour winfiniment petit, les développements 


; I ; : 
Cu=—+ 4Au3--..., 
u 
I 
pus — —12Aw-+..., 
u2 
2 
pu=———ajAu-—..., 
: i? 
/ 
3 4 a i 
p?u= — + 96A—-+..., 
we u* 
x Ae apenas 
4peu= — — 36A— -+..., 
a Ad 2 

I 
DOG Nims By 

ui 


dou résulte que le terme en p?w doit manquer dans le polynédme 
du troisiéme degré. Ainsi les propriétés, que nous venons de ré- 
sumer pour dw, conduisent non seulement aux formules d’addi- 
tion, mais encore a la formule pu = 4 p3u — go pu— g3. Toute 


la théorie en découle donc avee la plus grande facilité. 
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Equation a trois termes. 


La formule, que nous venons de reconnaitre caractéristique, 


c(a+b)c(a—b Gk 2 
(a )o(a —b) d oe aa 


£ == —=-£ loo 
62a. 52b Ghee" Ab +? 


(42) 


entraine, ainsi qu’on l’a déja reconnu pour un autre exemple en- 
ticrement analogue (IV, 23), la conséquence 


| G(a—b)o(a+b)s¢(e—d)s(e+d) 
(43) +<¢(b—c)9(b+c¢)c(a—d)c(a—d) 
] +9 (e—a)o(ec+a)¢(b—d)o(b+d)=o. 


On obtient cette derniére, rappelons-le, en ajoutant membre a 
membre les produits deux a deux des termes de six équations 
semblables a léquation (42); elle résulte de lidentité 


(Me=B (Ce DP a BasC\Cx =D 0G A \(B =D) = 6: 


Inversement la relation (43) permet de conclure la précédente 
(42), moyennant la simple hypothése o’o = 1, Qu’on y suppose, 
a cet effet, d infiniment peu différent de c, on voit dabord que ¢ 
est une fonction impaire; car la premiére ligne représente une 
quantité nulle, et les deux autres se réduisent ensemble a 


¢(b—c)¢(b+c) F(a—c)[s(a—c)+s(e—a)], 


qui doit étre nul. Ceci admis, l’hypothése d infiniment voisin de c 
donne une conséquence nouvelle si l’on égale a zéro la dérivée 

q (oe 
prise par rapport ad et qu’on y fasse ensuite d=c. Désignant 
par Cw la dérivée logarithmique de ow, nous aurons ainsi 


—g(a—b)¢(a+ b)c(2¢) 
+o(b—c)c(6+¢)c(a—¢)o(a+c¢)(—t(a—c)+C(a+c)] 


ee o(c—-a)o(c-+ a4) 6(0 —e)o(b-+c¢)[—C(6—c)= ((6- ¢)] =0, 


ou bien 
Gla b)o(a—b) 
G(a+c)c(a—c)o(b6-+c)c(6—c) 


ee ee) (ae) ec) 0 +c) I. 


o(2¢c) 
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Faisant maintenant converger ¢ vers z¢ro, on a 


fale Nea @ cL 
lim Oe Nr) 5G = a= logva, 
J(2¢) 270 da? 
450 )\ S(O é p 
lim ee ae) = us loggb. 
o(2¢) db» ~ 
Done 
S(a@+b)s(a—b) _ a ee d? ane 
asthe eS ae 


Ainsi la belle propriété qu’exprime la relation (43), connue 
sous le nom d’équation a trois termes, caractérise la fonction ¢u 
et permet de remonter a la définition de pw. Nous ferons bientét 
usage de ce fait si important (Chapitre VIII). 


Les fonctions 7, u, %,uU, 73u. 


Soient p, g deux entiers, dont l’un au moins est impair, et po- 


sons 
O=po+rgw', =pa+aqn’; 


w, w!, 4, 4/, dans le cas A << 0, serontremplacés par ,, 3, 71, %3- 
La relation (37) devient ici 


c(uU+O) _ 


ao ( 1)'P+D(g+0) e27(u+@) — — e27(u+a), 
OU 


Par le changement de uw en (uw — ©), on peut Vécrire 
: eh s(@ + u)= eis (6 — uw). 


Pour déduire de la une fonction dont la valeur correspondant a 
u==0 soit purement numérique, il convient de diviser par 36. 
Ainsi s’introduit la fonction 


J(@-+ u) eet 7 (@ — u) 


Oyu = erie —- = 
ond) TW 


fonction paire, égale a --1 pour u=o. Il y a en tout trois fonc- 
tions différentes comprises dans cette définition: c’est ce que nous 
allons reconnaitre. 

Soit ©, une autre demi-période, déterminée par deux autres 
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entiers p, et g,, mais p, de méme parité que p, g, de méme pa- 
rité que g. Soient 

‘ 


DS BNO OO Ge G9 


O= Pio qo, h=Pint nn, 
oO a oO, = SMO ye 2( p20 ea 720 iF i) —— Ti = 272= 2( pat Sa 72t )- 
On aura 
C(O + U) = F(O,+ U+ 202) = F(G, + w)erMlOrtu+d,), 
Le signe = a été mis pour (— 1)?:+7:+?:9%:, Faisant w= 0, ona 
de méme 
CO =H SH, €2%2(0,+ 6s), 


Divisant membre a membre les deux derniéres égalités, on ob- 


tient 
o(®+u) C(Oi:+U) < 
= = = (ont 
TW TW} 
wa 
D’ailleurs 
e2%2tt — e7u—nw, 
Done 
S(O oily at 
evn ic oR < Be a = e-mll CNR!) ie ) . 
TW TO, 


On voit donc que ¢,u ne dépend pas des valeurs absolues des 
deux nombres p, g, mais seulement de leurs parités. Il y a donc en 
tout trois fonctions o,u, savoir 


o(w+u) 
e 


O1u = Pa Pati =n) Yeyentth 
quand p est impair, q pair; 
a(t) Shy ==) 


Slo NOP Wms Cro 


o(w + w’) 
quand p et q sont impatrs ; 


o( f 

o(w + u) 4 

Ob aos Cm omen L 
GW 


quand p est pair, q impair. 
Ce sont trois fonctions paires, se réduisant a Vunité pour 


u—0O. 
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Expression des quantités pu — e, par les 7. 


La formule suivante, déduite de (12) par la supposition 
C=O; 
O—u) ewe o(G+ uw) et" o/G— uw) 


20 o2u.52 0 


u Mo) == Saris 
== iy = S 
Pp } Tu 


Conyenons de désigner aussi par é, l'une quelconque des trois 


pu— po — 


peut étre écrite 


constantes €,, €2, @;, avec le méme choix de lindice que pour 
34U, et MOUS aurons, en extrayant la racine carrée 


Les trois radicaux \/pu — e, s’offrent donc comme dépourvus 
Vambiguité, avec un signe toujours déterminé. 

Prenons, par exemple, le cas du discriminant positif, et suppo- 
sons wréel. Alors ¢,u et o3u ne deviennent jamais nuls; ces fone- 
tions sont done toujours positives, puisqu’elles sont égales a +1 
Pour ==. 

Pour ¢,u, il y a, au contraire, les racines u = (2m-+-1)0, en 
sorte que o,u est positive entre — w et +, négative entre w et 
3w,.... Quant a vu, cette fonction est positive entre zéro et 20, 
négative entre — 2w et zéro, entre 20 et 40, 

« Les racines carrées \/e, — 3, V/e: — eg étant extraites positive- 
ment, nous aurons ainsi (Chap. II, p. 45) 


ee eee ee 
en Ce es = Cp—ros 


~ 


O3U 
~ fo a 
= aT o1,U Cy — @; 
en(u Ve;— e3) = iy ( mod k= ver ') ‘ 
ia ey—e 
1 3 
—— Cou 
dn(u V/e;— e3) = oe 
53 


Diverses expressions des quantités \/e,— e, et \/e; — ey Ve, — e3. 


Considérons les trois radicaux \/pu — e,, désormais dépourvus 
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3 . ae 
Vambiguité 
Oo 
Syl eG F(w + uw) en" F(0) — Ww) 
Vpu —_—ey = SE SSS Se ee 
CU TW. FU CW. 5 U 
Sot ENM* s(w'+u) en’td(w’—u) | ow > o+w’, 
Vpu—e, = Ps) = TN Se PPI EFS} lf 7 ! 
Tu GW .5 U SW .0uU i =) a= tlic 
—— C's U eu (w'+ u) en Yo(® — i) 
Vpu—e; = —— = = = 
oU CW. OU GW 1.0 UW 


Prenons successivement pour w les trois demi-périodes, en lais- 
sant de coté dans chacune des relations la demi-période qui rend 
nul le premier membre. Nous aurons ainsi: 

1° En faisant w == w dans les deux derniéres, 


/ - T5W en") F wy! 
Vin aCe J hy eT ? 
TW oW .GW 
= TW e-4' oy wy” 
Ver e3 = ~ Sap =~ td 
JW 5W.9W 


et de la, en multipliant membre 4 membre et extrayant la racine 
carrée, 


i 
- 1 
2 


e 


pares Ces = - 
Vv 1 2V 1 3 Se” 

2° En faisant uw == w" dans la troisiéme et la premiére ou, si 
nous youlons, en permutant circulairement les indices 1, 2, 3 


et les accents 0, II, 1, 


v/ 73 wy” eno" Fu 
€5:— 63 — = ? 
: Go)! cw’. cw" 
)——— G1 0)” ego" sw! 

€2 e = ? 
Ve2 cu)” 6 W.5 Ww! 
1 
3 nen” 
4 4/ ee . 
¥ €2— 3 ¥ €2— %1 =O PRS 
GW 


3° En faisant w ==! dans les deux premiéres, 


e-4' Fu" 


p 
Gu) ow. ow’ 
OEE T2W! en" 5 uw) 
é Cg = = Te, 
Y = ow’ ow". cw 
i , 
5n'w 
ee e 


. 


a Vente 


— ~."" 
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En comparant les deux déterminations qui s’offrent ici pour 


deux radicaux, tels, par exemple, que /e; — 2 et /ey— &, nous 
voyons qu’elles sont reliées ainsi 


€1— €2 Bee, : ; : iY cane 
ver— ea = — ef" o—qw"” — — en'O—Nw' — 1; We €g=-++ i eo ey: 


Va ey 


GSE BE arer lal oe eee Wy ope ee eee 
V €3— €2 
yei—es 
Ves—e 


Les six radicaux sont ainsi ramenés sans ambiguité aux trois 


F pA ors iin Pie ass 
= + eqw’—7' 0 — l; \/ yep = 1 e3— Gy 


premiers ver — €2; viene 3, / 6; Ca; qui sont réels et positifs, 
dans le cas ot le discriminant est positf. 

Les racines quatriémes qui interviennent ici peuvent aussi se ra- 
mener a trois d’entre elles. Quel’onenprenne une avec une des deux 
déterminations qui résultent de la racine carrée correspondante, 
et l’on pourra préciser les autres. Dans le cas du discriminant po- 


oe ee oe okie 

sitif, par exemple, que l’on prenne \/e,— e positivement, alors 
. ———— A de oe 0 : 

Ve, — é3 est pris positif aussi, et ces deux racines donnent 


1 
5 Qo 
e2 


4) P 
(44) Ve1— €2 Vey —€3 = 


fom) 


On a ensuite, dans la seconde série, en remplacant Ve, — e 
5 lh 
par ay €,— €2, 


KG 4 ~——— ty = ane 
\ he = 
(45) Vex— €3V/e1— @2 = Vi — 


mint aig ek ; Aa 2 fe 
On précise ainsi Ye@.— e; si Yon précise aussi Ves prenons 


5° . . . ‘meee oe . 
S’il en est ainsi, on peut voir que és — 5 est positif quand le dis- 
criminant lest aussi. 

Kin effet, observons d’abord une circonstance qui s’offre a chaque 
instant dans les applications, c’est que, ¢ étant réel, la quantité 


o(w + it) ernie 
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est réelle et positive. C’est, au facteur dw prés, 9, (’t). Comme 
3, est une fonction paire, o,(7¢) est réelle; de plus positive, car 
elle lest pour ¢ = 0, et ne s'annule pour aucune valeur réelle de ¢. 
En supposant ¢é = !, on voit que dw" est le produit dune quan- 
lté positive par l’exponentielle e™’. Par suite, 4 un facteur positif 
prés, le second membre de (45), abstraction faite du facteur \/7 
se réduit 4 une exponentelle dont l’exposant est 


) 


AO oy 20") [Hey ) (CO +- wy’) =a Ho | 


age 


= 4 (qo + 9/0) —3qu'— a’) = 4 (qo +90) — 2 


4 
WR, ee 
D’ailleurs jw et 7/w!’ sont réels, donc er" ost réel et po- 
siuf. Le second membre de (45) est donc le produit d’un facteur 
= PENS 
positif par Vz etpare ‘. Il est donc réel et positif si l’on prend 
= aids 
Vi== Cuts 


Dans la troisiéme série, nous aurons de méme 


1 ’ 
=~ ® 
2 


h h/ . 
(46) Ve1— 3 Ve2— 63 = 1 ? 


Jw! 
et le signe du second membre est déterminé d’accord avec les for- 
mules précédentes et celles qui donnent les racines carrées. Effec- 
tivement, si l’on multiplie membre a membre les relations (44), 
(46) et qu’on divise les deux membres par ceux de la relation (45), 
on obtient 


fas! nw +n! w!— 4" 0") 
Vine: =e Pe TE i i | 
Nous venons justement de prouver qu’on a 
4 (gH + 7/0! — 7"0") = — qo’ + ee 7/0 Sige a =— 7/0 S : 
2 l i 5 i i 


L’exposant de e se trouve ainsi étre — 7/o, comme il convient. 
Les relations (44), (45), (46) doivent ici étre considérées 
comme nous fournissant l’expression des trois constantes 


1 as 
5 ey) 
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en fonction de e,, @2, @3. Dans le Chap. VIII, nous les considé- 
rerons d’un point de vue justement oppose. 

Ces mémes relations entrainent une conséquence qu'il faut re- 
marquer. Si lon considére Pidentité 


I €o-— €3 


(€4— €2)(e1— @3) ~ 2S. €3)(€2— @3) 


et les deux analogues, on conclut 


I 2 1 I 
(Creo) (Cn ea) (€2 


€3)(€2—€1) | (€3— e1)(€3— 2) 


; 


par conséquent, 


1 P; 1 ‘ 
3 ) etree ) ( — = "wr" 
(47) (. 2 Sele ve 4 Ga! iN ee ow") =o. 


Les trois formules 


/ 1 
AO) 
2 > 
ET ar 
1— €2 V0) — €3 = ae 
3 Tw U 
Ler ” it 
48) P LOO i ae 
ig 2 
(48) Sal AS Set = aS 
2— 3 V & 2= = D 
V Vv Cw" Li 
1 ’ 
= nw : 
i ee ear .e? v 
ZV EES WINGY U =F 
\ ow’ U' 


donnent les trois produits des racines quatriémes exprimés par 
ces trois quantités U, U’, U”. On peut, par ces mémes quantités, 
exprimer les trois racines carrées. I] sera aisé, en effet, de vérifier 
la concordance des formules suiyantes avec celles qui ont été 
données d’abord 


iT Tr 
[= —-— U 
ey — 3 = e 4 


UU"”’ 
iv 
, ma iis 5 U 
(i8a) UT sgn 
Jae ie U" 
e Le 4 
meme ATs 


Addition des demi-périodes dans les fonctions ¢. 


On est souvent amené A introduire dans les calculs les fonctions 
4, et il est commode de n’avoir pas a rechercher chaque fois les 
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formules fort simples, relatives a l’addition des demi-périodes 
pour ces fonctions. Il y a quatre fonctions ¢ et trois demi-périodes, 
done douze formules; mais nous les résumerons toutes dans trois 
seulement. A cet effet, nous désignerons par wy, Wg, wy trois 
demi-périodes, ayant zéro pour somme 


Wy+ 03+ Wy= 0. 
Nous poserons, en outre, 


U,—s Oy eo BT 
et de méme Ug et U, désigneront des quantités analogues; par la 
définition de ¢, wz, on peut écrire les deux formules suivantes : 


f 1 
r r =fal U= 5 Wy + 
oy (ASE) Eee eat Waa. 


wines $n) to, 


= sl — 
yo (ea (OY) era 
Ux 


Dans l’égalité 


J(u + 0g) = en" Fog TU, 


ui définit ¢3, changeons w en w+ wy, et remplacons wy ws par 
gq B> 5 a) : a 8 
— Wy, ¢wg par son expression au moyen de Ug; il viendra 


1, 2 8 
o(u — Wy) = ef3(u+W,) e2 Ng 8 
Comparant cette derniére égalité ala premiére ci-dessus, ot l’on 


changera % en y, on aura successivement 


fo4 
- —-(u—5 W,),- 
o(u—wy,)=—e id 2 Uy TyU, 
Ug 78 ( u-+ Wy) eter a) ~e p78 Na Wag Wa~ 3 Ns 2+ ZNy WO» 
Uso 
En yertu des égalités 
Og + 08+ Wy =O, Hat 18+ ny=09, 


l’exposant de e, au second membre, se réduit a 3(7403— 732). 
Soient 

Wy = PaM + Ja, 8 = Pgw + g3w, 

a= Pan Jan's B= PBN + 78%; 


on en conclut 


! t f ur 
7148 — 18x = (PagB —PBYa)(1'— 1'o) = (PxdB— PBIa) > 
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Soit, pour abréger 
(48) = pagp— PBI: 


Les trois formules d’addition des demi-périodes s’écriront ainsi 


{ 
, : Eg wes Oo. rey 
(Gi aGiy)) a= Z ia(u=a «) Une us 
1 
: =Nu( uz a ) I at 
/ Oye (PRO) = Sr Ke) Z u 
(49) { Sal OSs 7 Uy 
eee Us (a8) 
7a(u = Wy ) =-—e Ned 2 x ) [ ean u.e t ho 
ues 


Par I’échange des indices 2, 8, y, ces trois formules donnent 
toutes les autres. On doit remarquer que les six nombres entiers 
tels que (a, 8) se réduisent 4 deux, égaux et de signes contraires, 
parce que les trois entiers p ont zéro pour somme, comme aussi les 


trois entiers g. De la résulte 


(ap) (by) = ye) = Ge) 8) = (ay): 


Si, de plus, comme on doit le supposer, les trois demi-périodes 
sont différentes (aux périodes prés), un, au moins, des deux en- 
tiers p, g, dans chaque couple, doit étre impair, et (#8) est un 
nombre impair. Cet entier («8) est égal 4 1, si les trois demi- 
périodes, aux signes prés, sont w, w!, w". 


Expression de p’w par les ¢. 


La fonction p’ wa une expression remarquable par les fonctions ¢. 
D’aprés la relation 


pru=+o2V/(pu—e)(pu 


ea) (pu — es), 


il apparait que p/w est le double produit des trois quantités 


aad) : : ‘ —e 
a » mais avec quel signe ? Il suffit de considérer Ja valeur uw =o, 


Y 


pour reconnaitre que ce signe est négatif. Ainsi 


O1U.GoUl.3U 
(50) p= 5 ee 
ou 


Multiplication de ’argument dans ¢ wu. 


Si, dans la formule (12), 


o(e+u)c(vy—w) 
ee ee 


o2u.c2p 


(5r) pu—per= 
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on fait tendre » vers w, aprés avoir pris les dérivées dans les deux 
membres par rapport a ¢, on oblient 


, T(2u 
(52) ae ), 
Otte 
Ce résultat, comparé au précédent (50), donne cet autre 
(53) O(2U) =20,U Cou 53U OU. 


Si Pon remplace ou, ¢,u, 93, par leurs expressions convena- 
blement choisies, on peut encore écrire 


20(u—w) F(u+w'+uw) S(u—w') cu, 
2 


4) CAM) TH (H+ w') Fo’ 
les exponentielles disparaissent quand on prend ainsi les trois 
demi-périodes, de facon que leur somme soit nulle. 

Cette formule de duplication de l’argument dans ou peut étre 
aisément généralisée et étendue a la multiplication par un entier 
quelconque. Dans (51) faisons » = nu, nous aurons 
(n+1)u F(n—I1)u 

o*(nu) S*u 


p(nu)—pu= 


résultat que nous écrirons ainsi 


G(n-+1)u s(n—1)u [sy]. 


(Cos GPC Cor TOF nu 


(54) p(nu)—pu= 


Si nous le comparons a la formule de multiplication (IV, 14) 


! 
Unt Yn-1 


(54a) pnu— pu=— = 
Vr 

nous ne pouvons manquer d’étre frappés de la ressemblance des 
deux formules : elles coincident si l’on assimile l'une a l’autre les 


deux fonctions 
, O(n) 
Un(u) et (su? ° 


Or les valeurs initiales, pour l'une et l'autre, sont les suivantes 


CP OreLY 9): 


Cu 
| == JT — —T! 
senda cu 
o(2uU 
te(u) =—p'4u, oe pe —p'u. 
Otu 


Les deux fonctions coincident donc pour les indices 1 et 2. te he 
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dans les formules (54) et (54a), on suppose n = 2, on en conclut 
que les fonctions coincident pour Vindice 3; en supposant ensuite 
n = 3, on voit qu’elles coincident pour Vindice 4, etc... Done, gé- 
néralement, 
ae 
; o(nu) 
55 Dade) = oo 
(55) Yn(u) (cue 


Supposons d’abord n un nombre impair. Les n®™* parties de 
périodes sont en nombre (n?— 1), distinctes entre elles, a des pé- 
riodes prés. On peut les partager en deux groupes; chacun des 
groupes est composé des éléments de lautre groupe changés de 
signes. Alors a, a,,... étant les éléments d’un de ces groupes en 
nombre 4(n?—1), la fonction 4, (w) estun polynéme entier en pu, 


savoir (IV, 13): 
Un(l) =n(pu—pa)(pu—pa).... 
ce que nous pouvons €crire, a cause de (51), 


S(uU+a)o(u— a) S(u+a,) c(Uu—aQ,) if c(nu) 
So 7(—a) Tay o(— a) (cu)P—-1 (ou)? 


Vr i=a70 


Nous avons donc 


ou) S(uU— a) S(uU+a,) o(u—a,) 


S (2) == 15. ~ 
ca o(— a) T(a,) C1) 
ae : o(u+b) 
Si nous modifions chaque terme — as remplacant 6 par 
—] 


4 +20, ce terme se reproduit multiplié par Vexponentielle e2%%, 

\Si nous choisissons les divers @ de facon que leur somme soit 
nulle, la somme des 7 correspondants sera nulle aussi. On peut 
donc généralement écrire 


c(u+a) s(u+aQ) ; 


i} 
(56 or (0h) == 10 es 
) on) ca Tay, ; 


a,a,, ... reproduisent, a des périodes prés, les ni™*s parties de 
période, en nombre (n?—1), et sont choisies de facon que leur 
somme soit nulle. 


—. 5 - —20,n(u 
En second leu, si rz est un nombre pair, acs wey anennon 


u 


Vo 


, 
A , a A e 
polyndéme analogue, du degré — —? en pu. Par les mémes consi- 
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dérations, on peut écrire ce polynéme sous la forme 


,, s({u+a) o(u+a,) I 
nou = : eres ete 
Ta Tay, G16) 


En le multipliant par 


pu c(u—w) ¢(u+w+w’') F(u—v’) I 


2, 7(—w) F(w+w') F(—w’) (vu)s’ 


’ 


on obtent en définitive, pour ce cas encore, la formule (56), dé- 
montrée ainsi en toute généralité. 


Intégrale compléte de la fonction < (‘). 


On rencontre fréquemment, dans les applications, les deux inté- 
grales définies 


20)' 


22 W) £ 
[ t(u+¢)du, ih (tu + 9) du, 


9 20 


dans lesquelles » est quelconque, réel ou imaginaire. Au cas 
A <0, 0, w’ désignent w» et w,. Nous avons actuellement les élé- 
ments nécessaires pour déterminer avec précision ces intégrales, 
qu'on appelle completes parce qu’elles sont étendues a une pé- 
riode entiére. 

Considérons la seconde. L’intégrale indé/inie nous est connue, 
c'est ; log ¢(tu + ¢). L’intégrale définie est done 


[ 5 (9w’-E 9) T 
Sipe slog{ 
8 ee 


u omy 


e24'(v+u! ] 


mais elle comporte une indétermination qui est dans la nature du 
logarithme, en sorte quon a 


20)’ 


L 
us: C(tu + 9)du =— 217'(v + wo) + (2n+1)t; 
0 


le nombre entier n est a trouyer. A cet effet, prenons la quantté 


(‘) Voir la méme question, sous une autre forme, traitée par M. Hermite : 
Sur Vintégrale elliptique de troisiéme espéce (Comptes rendus des séances de 
lV Académie des Sciences, t. XCIV, 1882, p. gor). 
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conjuguée ; supposons ¢ = a+ 72; en ajoutant les deux conju- 
guées, nous aurons (77 étant réel ) 


20)! 


i 
| [C(a+ta+ iu) + C(a—tx 
0 


iw)|du =—- hin'a + 2(2n+1)z. 


Changeons la variable sous le signe d’intégration, en posant 
a+ wu B; il vient 


20)! é 
ON 


L 
if [f(a +18)+ (a —i8)]d8 =—4in'a+2(2n+1)r. 
PAX 
Le premier membre est, suivant les notations du Chapitre V, 
2.0)’ : 
P( aja aay a P(a, x), 


et c'est une quantité dont l’expression explicite a été trouvée. 


To eAME7 02 


Faisant dans (V, 68)n=1 et remplacant ®(a, w’) par son ex- 
pression (V, 64), ona 


2.0)" : 
a(a, o% 22 )— (a, a) =— 4ty'a+2(2m+1t)r, 


\ 


2mw<Ha<2(m+1)wW; 


ous excluons le cas oi a'serait une période, car alors l’intégrale 
que nous considérons n’aurait pas une yaleur finie. 
Voici done lintégrale demandée 


| 


| V= a= 14; 2m <a<2(m+t)w 


20)! \ 
(57) uh C(tu + ¢) du =— 217! (vp +w')+(2m+1)t | A>o. 


L’autre intégrale se déduit aisément de celle-la. Prenons la con- 
juguée, et metlons en évidence la fonction ¢ au lieu de Z, avec les 
constantes qui s’y rapportent, savoir 


WHO, ys, Ca) 1h (in). 


Nous déduirons ainsi de (57) 


20 
[ C(u-+4-+ 1a)du = 274(4+0-+ ta) —(am—+nd)iz. 
“0 
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Revenant maintenant a %, échangeant @ et x, nous avons la 


formule 
F al 


20 
| ifs C(u — 9) du = 27,(¢ + w)—(am+1)iz 
(58) te ; 
é oy’ oy! 
| e=a+is, 2m — <4<2(m +1) — 


Bol Ar 8. 


La seule différence quwil y ait entre ce cas et le précédent pro- 
vient de la différence entre les expressions (64) et (65), obtenues 


’ 


(Chap. V) pour ® (a, ~) - On voit donc immédiatement l’exacti- 


tude des résultats suivants : 


, 
205 


oh * €(tu =e) du =— 2t7)(e +w,)—(4m+e)z 
(59) \ 


p=a—+lz, e=—t si (2m—1)o,;< a<2amous 
\ =I si 2M. << a < (2M —~1)Ms ] 
20: 
Cu-— Pp) da 275(0 => Oo) (400+ ©)tx 
> i / 
0 
w! (oy 
60) {o9=-a+tia e=—1 st (2m—r1)2 <a2<2m 2 ; 
i i 
’ EB te 
e=+1 si am — <a<(2m+1) 2 
z 


A -<. 6. 
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CHAPITRE VII. 


DECOMPOSITIONS EN ELEMENTS SIMPLES ET EN FACTEURS. 


Préambule. — Décomposition des fonctions elliptiques en éléments simples. — 
Coefficients de la formule de décomposition. Résidus. — Intégration. — Inteé- 
grales elliptiques. — Expression des fonctions elliptiques en produits de fonc- 
tions x. — Proposition réciproque. — Théoréme d’Abel. — Addition d’argu- 
ments en nombre quelconque. — Expression de ¥,, (w) sous forme de déterminant. 
— Fonctions analogues asnu, cnu, dnuw. — Relation générale entre des produits 
de fonctions y. — Fonctions doublement périodiques de seconde espéce. — 
Multiplicateurs. — Décomposition en éléments simples. — Exemple de décom- 
position. — Développement des fonctions de seconde espéce. — Autre exemple 
de décomposition. — Cas singulier des fonctions de seconde espéce. — Cas 
ot les multiplicateurs sont des racines de l’unité. — Deuxiéme méthode pour 
le développement des fonctions de seconde espéce. — Développement de 


7(u+¢) 


TV 


—uly 
ents 


4 
suivant les puissances ascendantes de wu. — Développement de 7, w. 


Préambule. 


On a vu, dans le Chapitre précédent, la théorie des fonctions 
elliptques s’élargir tout a coup et se simplifier singuliérement : 
c’est lintervention de la fonction ¢u, qui produit ce changement 
soudain. En un peut nombre de propriétés simples et frappantes 
et une seule formule (VI, 12), toute la théorie se résume. Le Cha- 
pitre actuel mettra mieux encore en évidence la force de ces élé- 
ments fondamentaux. On y verra, pour toutes les formules, leur 
raison d’étre; on y apprendra, en quelques pages, ce qu'il importe 
le plus de bien savoir pour faire facilement les applications. 


Décomposition des fonctions elliptiques en éléments simples. 


Le but de la décomposition est d’abord de mettre les fonctions 
rationnelles de pwet p'w sous une forme propre a Vintégration. 
Mais on s’aperceyra que cette décomposition a, par elle-méme, 
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une importance considérable, comme il arrive, en Algébre, pour 
la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples. 

A cause de la relation p’?u = 4p?u — go pu — gs, toute fonc- 
tion rationnelle de pw et p’ wu peut étre réduite ala forme A+ Bp'w, 
dans laquelle A et B ne contiennent que pu. 

En considérant pw comme une yariable ordinaire, on peut dé- 
composer A et B en éléments simples, ainsi qu’on le sait faire pour 
toute fraction rationnelle. Les éléments simples se composent de 
termes entiers dont Ja forme générale est a(pu)”, et de termes 


fractionnaires ayant la forme ; les coefficients tels que , 


a 
a sont des constantes, les nombres tels que m des entiers positifs. 

La fonction B p’w est immédiatement intégrale; car, si lon sup- 
pose B= F (pz), et que ¥(.x) soit lintégrale indéfinie de F(z), 
Pintégrale, par rapport a wu, de p'uF (pw) est ¥(pw). Cependant 
nous ne conserverons pas cette forme. 

Considérons d’abord les pares entiéres des deux fractions A 
et B. Nous allons les réunir en une somme de termes, tous de 
méme forme, constituant une premiere partic des éléments simples 
de la fonction A -+-Bp/u. 

Par les relations successives 


pA 4p! $3, 

p’ = 6p? — 782) 

Dapp, 

pt’ =12(pp”’+ p?) =12(10p’— $ sep — 3); 
p’ —36(10op?—32)p'; 


+ 5 > ies 
p == S6(140pt — 28 gop*= 2083p + 4. 83)s; 


on peut exprimer toute puissance de pw, d’exposant entier positif, 
en fonction linéaire de pu, p’u, pu, p'u, ---} ainsi 


\ 
p= 4 (»” = & }; 
= ss et 
OREN 2, 
[ jays 3 
e= = ae te pe ees ).2 
10 12, 2 
I Aor 14 P : 29° 9 
+ : s2p QOS Pinte =a 6) |? 
y 140 \ 36 set ead ioe. 


: é : : Ps cn a 
On peut aussi exprimer les produits de ces puissances par p /, 
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D’aprés ces relations, les termes entiers de B p'w prendront la 
forme d’une somme de termes tels que 8 p?’t?(w). De méme, les 
termes entiers de A prennent la forme d’une somme de termes 
2 p(w). Ainsi, dans la fonction rationnelle A + B p’w, sans dis- 
tinction des deux parties A et B p'w, nous avons d’abord une somme 
de termes cp”(w) 


C=aqt+eput+apurep'utop ut+.... 


Envisageons maintenant dans Bet dans A les fractions a déno- 


minateurs du premier degré - Comme il existe toujours, 


pu—a 
on la vu Chapitre II et Ill, des arguments ¢ répondant a pe = a, 


— : : a F 
on peut écrire cette fraction sous la forme Pe D’aprés les 
,UuU— Pp 
relations (p. 138) 
i 
vu oo 
C(u+°)+ C(u—v)— 2fu= een Mee 
(1) pu—pe 
T 
. — yp 
C(u+9)—C(u—v)— 2fe pe ae LSE | 
\ pu—pe | 


nous pouvons écrire, pour A, tous les termes analogues fous la 
forme d’une somme de termes tels que /) + [[$(u-+ *)—F(w — v)], 
¢ variant d’un terme aVautre; d’ailleurs ¢) peut étre réuni k Co,/et 
il ne reste que des termes /@(u+)—l@(u—?). Pour’ B pu, 
nous aurons des termes tels que /! G(w4-0')+ lU! Gu — v')—jol’Su. 
_ Tous les termes analogues de A et de Bp! wu, étant réunis, fournis- 
‘Sent une somme L, dont la forme est | 


L=C(u—%)+4f(u—2.)+ & C(u—93)..., 
et ot. la somme des coefficients est nulle 


“+ ae [Pate os = q, 


comme cela a lieu pourchacune des parties 7G(u + ¢)— lS (u — 2) 
et l'C(u + o')+ l'C(u — v') — ol! Cu, provenant de A et de B plu. 


— A = - 
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En différentiant, par rapport a ¢, lune et l’autre des relations 
(1), on obtient 


peplu 


- = 3 =p(u—e)—p(u+e), 
(2) | (pu pe) 
p?e we ; a : . = p’e : 
\ eee =p(u+e)+p(u—v)+2pe ae 


Il en résulte que les fractions, 4 dénominateurs du second 
degré, dans Bp'w et dans A, fournissent des termes 


M = m, p(u—¢,) + m2 p(u—v2)+..., 


avec d’autres qui viennent se réunir, soit ala somme C, soit a la 
somme L. 

En différentiant encore les relations (2), par rapport a ¢, il est 
visible qu’on obtient, pour les fractions 4 dénominateurs du troi- 
sieme degré, des termes 


N= mp'(u— 0,)+ nep'(u—o2)+..., 


avec d’autres qui se réunissent aux précédents, et ainsi de suite. 
Sil’on observe maintenant que les termes de C peuvent étre 
réunis avec ceux de M, de N, ... en supposant dans ces derniers 
¥,=0,... on voit qu’en définitive : 


Tutorzme |. — La décomposition d’une fonction rationnelle 
depuet plu peut étre faite sous la forme @une somme de 
termes L + P 


L=2,C(u—%) +l, 6(u — o2)+ l3 C(u— 93)... 
(4+ 4+ 0 =O) 


| P=c+imp”(u—y). 


(3) 


Il existe une exception a l’analyse précédente, sans qu’elle em- 
péche la généralité du résultat. Cette exception provient des frac- 
tions 4 dénominateur pu — e,; car, si l’on fait pe =e, p'v sera 
nul, et plusieurs des formules tombent en défaut. Mais la relation 

a: (e,— uy, )(e) — ey) 


p(u—w)—e,= AE Qh, ty ¥ = 1) 2, 3) 


permet de remplacer immédiatement ces fractions par une partie 


206 PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


enti¢re dans A, en sorte qu’elles viennent se réunir aux termes Ps 
Quant a celles qui sont dans B, l’analyse précédente s’y applique 
pour celles dont les dénominateurs sont du premier degré. Pour 
les autres, ona 


plu —rt d I 
(pu—e)? n—r du(pu 


Ox Wee 


J I d 
= —[p(u— w))— e)]”7. 
1 [(e,—— ey) ex ey) = aul . x) i 


Elles viennent donc encore fournir des termes de P. 

La proposition réciproque est presque évidente. Elle n’est a 
prouver que pour la fonction L: Une somme telle que L, dans 
laquelle les coefficients l ont séro pour total, est une fonction 
rationnelle de pu et p'u. On a, en effet, d’aprés (1), 


a . bs 
yl Pee pe 


uU—v)=—Cu Ce 
C( ) S he) y pu—pe 


Puisque la somme des coefficients 2 est nulle, on voit dispa- 
raitre Cu dans la substitution, qui fournit cette expression de L, 
fonction rationnelle de pu et de p'u: 


tf Ul \ t 
Lele vy et = Dees 
L= L, J P .. Co | l, } } Ces } 
2 p“@—— pe 2° Dil-— DW 
2 (EP ON j Dive 


/ 


Coefficients de la formule de décompositions. Résidus. 


C’est seulement pour la démonstration qu’il a fallu successive- 
ment préparer les diverses parties de la fonction rationnelle. Mais, 
pour effectuer la décomposition, le moyen est bien plus simple, et 
Yon peut déterminer directement chaque coefficient, pourvu 
que Von connaisse les constantes 9: ces constantes sont les infints 
de la fonction. Prenons, dans L, le terme /¢(u — ¢) et, dans P, 
tous ceux qui contiennent ce méme argument ¢; nous compo- 
sor } ainsi la somme 


ms p's) (u— 9) + ms_1 pS-) (u — #) + ms_—» pS?) (u— 9) +... 


+m, p'(u—)+mp(u—er)+lt(u—-). 


(4) 


Sion la développe suivant les puissances ascendantes de (uw — ¢) 
on y trouve d’abord une partie ot les exposants sont négatifs. A 


™ 
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cette partie, chaque terme de (4) fournit un seul terme, et elle se 
compose ainsi 


! ! 
Sensi (eae. slim, 
eos ( 1) ts pc A 
5 ) teed kote ; (u— ¢)s+l 
(5 
)s—2 (s —1)! m—» 2m, My l 
( 1 )s—2 G6 5 == . 
\ : (%@—9)s (u—v)3 CGN | Ui 


Les autres parties de L et de P, développées aussi suivant les 
puissances ascendantes de ( u—v), ne fournissent que des termes 
a exposants positifs. Si donc on déveleppe la fonction proposée 
suivant ces mémes puissances, et qu’on y retienne seulement les 
termes a exposants négatifs, ces termes composeront l'ensemble (5) 
et lon aura, par leur moyen, tous les coefficients /, 7), 724,.... ™s, 
afférents a Vinfint (ou péle) ¢. 

Le coefficient 7 de la fraction du premier degré est le résidu 
relauf a linfini ¢. La somme des résidus relatifs a tous les in- 


finis est nulle, comme on la yu. Il faut avoir soin de ne jamais 


considérer comme différents deux infinis ¢, ¢; dont la différence 
est une période. D’une maniére générale, les arguments sont con- 
sidérés aux périodes pres. 

Le nombre (s+ 2) est Vordre de multiplicité de Vinfini (ou 
pole) ¢ : cet infini est stmple quand l’ordre est lunité : en ce cas, 
il n’existe, pour ce pole, aucun terme dans P, mais le seul terme 
lG(u—ve). Le résidu 7 de la foncuon F est alors la limite 
de (u—v)F pour u= ¢. 


Intégration. 


L’intégrale indéfinie de chaque terme, dans la formule de dé- 
composition (3), nous est connue. On peut donc intégrer une 
fonction rationnelle quelconque de pw et p'w. Pour les termes (4), 
Vintégrale indéfinie est 

. ( m; pS) (u— 9) + ms pS"(u—v) +... 
we) +m, p(u—v)—ml(u—v)+ llogs(u—P). 

Outre que cette fonction présente des transcendantes logarith- 
miques, elle differe encore, en général, de la fonction dérivée par 
Vabsence de la double périodicité. Quand on ajoute une période a 
Vargument w, elle se reproduit augmentée d'une constante. Ef- 
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fectivement, soit 2 cette période : le terme -- my C(u— #) se 
reproduit augmenté de — 2m 7%. En outre, ¢(u — ¢) se reproduit 
multiplié par — e?4(4-"F®); donc /loge(u — ¢) se reproduit aug- 
menté de /log(—1)+ 2/7,(u—v +6). Lasomme des termes ana- 
logues, puisque les 7 ont zéro pour total, se reproduit augmentée 
de —27(0,0, + d:02...). Done enfin ’augmentation de la fone- 
tion est le produit de 27 par une quantité dépendant de la fonc- 
tion seule, non de la période choisie. Si cette derniére quantité 
est nulle, la fonction est doublement périodique, mais les trans- 
cendantes logarithmiques la distinguent encore de la fonction dé- 
rivée. Si, en outre, ces transcendantes disparaissent, alors l’inté- 
grale est, elle aussi, une fonction rationnelle de pu et p'u. Les 
conditions pour quil en soit ainsi consistent en ce que les résidus 
soient nuls, et que les coefficients my aient une somme nulle. 


Intégrales elliptiques. 


On désigne sous ce nom les intégrales de fonctions rationnelles 
de «x et de VX, X étant un polynéme du quatriéme degré en x. 

Nous avons vu, au Chap. IV, que x et /x sont exprimables, a 
la fois, en fonction rationnelle de pu et p’u. Si done on prend u 
pour variable, au lieu de a, la différentielle F(z, /X)dz se 
change en 5(pu, p'u) du, et la fonction ¥ est rationnelle comme F. 
Done les intégrales ellipuques sont explicitement exprimables, 
sous la forme que nous venons d’étudier, par des fonctions ellip- 
tiques de la variable w. 

Dans tous les anciens Traités, on procéde a une réduction des 
intégrales elliptiques, pour les ramener a trois espéces caractéris- 
liques. Ces considérations ont de lintérét pour lhistoire des 
fonctions elliptiques, mais, dans notre mode d’exposition, elles 
sont dénuées d’utilité, tant pour la théorie que pour les applica- 
tions et nous n’en parlerons pas. 

Dans le cas particulier, signalé a la fin du paragraphe précédent 
ou Pintégrale de ¥ est, elle aussi, une fonction rationnelle de puct 
p'u, onla peut mettre sous la forme d’une fonction rationnelle de x 
et de Vee L’intégrale, en ce cas, n’est plus, a proprement parler, 
elliptique; elle s’exprime algébriquement. Les éléments du Calcul 
intégral fournissent, on le sait, des moyens simples pour recon- 
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naitre ces cas. Nous n’avons pas a en parler ici; il importe seule- 
ment de savoir que Vintervention des fonctions elliptiques, loin de 
masquer ces cas parliculiers, ne pourra manquer de les faire dé- 
couvrir quand ils s’offriront. 

Un autre cas, bien plus intéressant, existe encore oti Vintégrale 
peuts’exprimer sans le secours des fonctions elliptiques. C’est celui 
ott Vabord les coefficients m, ont une somme nulle, et dans lequel, 
en outre, la fonction soumise au signe logarithme est, elle-méme, 
rauionnelle en pu,p'u. Dans la somme des quantités analogues 
a(6), la partie logarithmique est log[ ¢(w— ¢)]’[o¢(u— 0,)]%.... 
C’est un produit de fonctions ¢, avec des exposants quelconques. 
L’étude des cas ot ces produits sont des fonctions rationnelles de 
puwet p'u s impose donc. Mais ce n’est pas seulement pour les inté- 
grales elliptiques qu'elle importe ('). Nous allons y trouver un autre 
mode caractéristique d’expression pour les fonctions elliptiques, 
aussi important que la décomposition en somme d’éléments 
simples : c’est la décomposition en facteurs. 


Expression des fonctions elliptiques en produits 
de fonctions ¢. 
D’aprés la formule fondamentale (VI, 12), 


c(u+)c(u—-v) 


o2u. 529 


PE PY 


tout polyndme entier en pu, étant le produit de facteurs pu — pv, 
pU— pes, «++, peut étre mis sous la forme du quotient d’autant 
de facteurs ¢(u + 9)¢(u—¢) et de (cw)?”, le tout a un facteur 
prés, indépendant de wv. Le quotient de deux polynémes entiers 
en pu, c’est-a-dire toute fonction rationnelle en pu, peut donc 
étre transformé en fracuion de la forme 


T(U + 01) 5(U— 01) (Ut 2) T(U— v2)... 
o(u+ ¥,)5(u— 0) F(U+ 4) F(uU— 9})... 


Il peut y avoir des zéros parmi les ¢, (2, .-+, 4, %, ---- ly 
a autant de facteurs au numérateur qu’au dénominateur. 


() Dans le second volume de cet Ouyrage, on parlera p'us amplement de ces 
intégrales, nommées pseudo-elliptiques. 
I 14 
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La fonction p'w a déja été représentée sous une forme analogue 
(Nilseoc) 


2 ol ==) or SS 1) =), Cs 


ow. Fu’, (w+ w’) SUNG G UE 


t 
Ou) == 


Ici il y a trois fonctions ¢ a chaque terme; a chacune o(w + ¢) 
ne correspond pas, comme dans la formule précédente, la conju- 
guée o(u — ¢). Mais les trois arguments, tels que ¢, au numérateur, 
sont w, w’, —(w +o’), et leur somme est nulle. 

En multipliant par p’w une fonction rationnelle de pu seule- 
ment, on obtient donc aussi le quotient de deux produits de fonc- 
tion o. Ces deux formes sont, toutes deux, des cas particuliers de 


la forme générale suivante 


o(U—,)o(U— 99)... S(U — Pp) 
(Ue (i= 9 anc a 


jh) = IN 


comprenant autant de fonctions ¢ en numérateur qu’en dénomina- 
teur, avec cette condition, en outre, que la somme des zéros est 


r 


égale 4 la somme des infinis 
Op + 02... Pn =O, OL... +O). 


Grace a cette derniére condition, la fonction f(w) est double- 
ment périodique. En effet, sil’on change w en u +26, chaque ¢ 
se reproduit, multiplié par le facteur = e2%("-*F®), La fonction 
f(uw) se reproduit done multipliée par une exponentielle dont l’ex- 
posant est 


s U—M% +H + U—924+6 +...4+- U—P,4+ 6 
27, by ‘ i : =105 
(0, SO) (SY) 5 6 (SE) 


I est naturel de rechercher si /(w) n’est pas une des formes par 
lesquelles on peut représenter toute fonction raionnelle en pu et 
pu ala fois. C’est ce qui a lieu, comme nous allons le montrer. 

Considérons d’abord un polyndme entier en pu et p’u. I peut 
étre mis, on l’a vu dans ce Chapitre, sous la forme 


F(u)=eo+eyput+teput+...+ en,p"-(u). 
F’'(w) 
F(u) 
I (w)=0, soit pour w=o. A Pégard de ce dernier infini, les 
parties principales de E(w) et de F(w), pour wv infiniment petit, 


Envisageons la fonction Elle devient infinie, soit pour 
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sont respectivement celles de cp (w) et de cp-")(w). Le résidu 
est donc le méme que si l’on bornait F(w) au terme p'’—")(w) ou, 


plus simplement, si Pon prenait, au lieu de F(w), la fonction 


I 
url 


- Le résidu est done — (nr + 1). Quant aux racines de F(w), 


il en est ici comme si F(z) était une fraction rationnelle; chaque 
résidu est égal a Pordre de multiplicité de la racine, et chaque in- 
fini est simple. Si done ¢,, %2, ... sont les racines de (Cw), dis- 
tinctes, ades périodes prés, avec les ordres de multiplicité yy, us, ..., 
les résidus sont p,, po, -.-. 


En appliquant a 


F’(u , x 2 bs ta rat 2 
Fos le théoréme de décomposition en éléments 


simples, on a done 


Pi) 
eae 


C+ py C(uU— 01) + pe CCU — 2) +...—(n+1) Cu; 


d’ot Pon voit d’abord que la somme p4+ py. -. est égale a(n +1 
puisque la somme des résidus doit étre nulle : 


7) Basi ise ono == aie 


En prenant les fonctions 
log F(u) 


ev 
c+ py, log o(u — 0) + pe log o(u— o2)+...—(n+1) log su, 


dont les dérivées reproduisent les deux membres de (6) respecti- 
vement, puis, passant des logarithmes aux quantités, on obtient 
Pégalité 


i LF (u— 1) [ou — oe) bs... 
(8) F(u) = Aee Cou)ert 


ot A est une constante. Mais la double périodicité de F(z) va 
nous permettre d’établir que c est nul et que 4, ¢2, ... sont liés 
par une relation. 

En effet, si ’on change wen wu + 2, suivant un calcul déja fait 
plus haut et'd’aprés la relation (7), le second membre se repro- 
duit, multiplié par une exponentielle dont Pexposant est 


0 = 26H — 27( 101+ (29, -+...)- 


Cette exponentielle se réduit a Punité, puisque F(w) a la période 
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2; lexposant est donc un multiple enter de 2¢7; ainsi, m élant 
un nombre entier, ona 

26 — 2( My 1 -F pa Pe+...)q = 2MIT. 
Semblablement, avec l’autre période, on aura 


2 CW — 2( 401+ PoPe+...)q’ =2mM'IT. 


Multipliant la premiére égalité, aux deux membres, par — w’, la 


TT 


seconde par , puis ajoutant et remplacant qo’ —7/w par —, 
2 
divisant enfin par 7x, on obtient 


Wy Pp Vg Pa... = 2m'w — amo’. 


Cette relation exprime que la somme des racines de F(w), cha- 
cune comptée autant de fois qu'il y a d’unités dans son ordre de 
multiplicité, est égale a une période, ou, en d’autres termes, est 
égale a zéro, sauf une période. 

Chaque racine ¢,, (2,... n'est déterminée qu’a des périodes prés; 
altérons lune d’elles d’une période de maniére a réduire la somme 
des nouvelles racines a zéro. Par exemple, écrivons, au lieu du nu- 
mérateur du second membre de (8), 


o(U— %4— 2m’ + 2m'w)[o(u— o)]M- [oe (u — 2)]Y.,.. 


A cette altération des racines correspond simplement un chan- 
eement des constantes c, A, puisque l’on a 


F(U —%y— 2m! + am'w) = F(u — 9, ) e2'N—27079)\(u—e +m wW— mw’), 
Il est done établi que l’on peut supposer dans (8) la relation 
1 P¢ <> [2 P2 Saints peers 


alee pe ou a : 
Mais, sil en est ainsi, les deux relations trouvées tout a l'heure 
se réduisent, pour la nouvelle constante c, a 


2¢W = 22min, 


20 =a amix; 


et leur simultanéité exige que c soit nul, w’ et w ne pouvant étre 
proportionnels a deux nombres entiers, puisque leur rapport est 
imaginaire. Ainsi (en mettant nr, au lieu de n —- 1) 


7 
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Tutoreme IT, — Toute fonction entiére de pu et p'u peut étre 
ecrile sous la forme 


O(uU —/,) O(U— 02)...6(U— Op). 
’ 


Ie) IN (eur 


Je) 


le nombre des fonctions ¢ au numérateur est égal au degré n 
du dénominateur, et la somme 6, + 62+ ..+ e, des racines est 


4 


égale a zéro. Quelques-unes de ces racines v,, 92,..+. peuvent 


A 


étre égales entre elles. 
Prenons maintenant une autre fonction entiére analogue F, (uw) 


04) F(u— 04).--T(U— Vm) 


eT 
Fi(u)= Ay (yu)m 


Il peut se faire que quelques ¢’ reproduisent quelques ¢ et dis- 
Fu) 
Fi, (uw) 


teurs dw disparaitront ou subsisteront, soit en numérateur, soit en 


paraissent dans le quotient - De méme aussi, les dénomina- 


dénominateur, suivant la grandeur de la différence (m— 27). 
Quoi quwil arrive, le résultat sera toujours conforme a l’énoncé 
suivant : 


Tutorime HI. — Toute fonction rationnelle de pu et p'u 
peut etre écrite sous la forme 


oo (A=) Tole oon (i) 
7 a 7 ? 
c(uU—9,) S(U— %))...c(U— P,) 


(10) ®(u)=A 


le nombre des fonctions ¢ en numérateur est égal au nombre 
des fonctions ¢ en dénominateur, et la somme des zéros est 
égale a la somme des infinis 


04 Vo + .. e+ On = 0, + Oo +... + Pye 


Il peut, bien entendu, y avoir égalité entre quelques racines ¢, 
égalité entre quelques infinis ¢’; il peut, parmi les uns ou les autres, 


s’en trouver qui solent égaux a zéro. 


Proposition réciproque. 


Cette proposition admet une réciproque : Toute fonction, telle 
que ®(u) (10), est rationnellement exprimable par pu et p'u. 
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Pour le démontrer, envisageons d’abord 


J (uU— 1) S(U— ¥)...5(U— Yn) 


o(u)= (vu) ? 
avec Phypothese 
i Se Det og ese Op = Oc 


Prenons d’autre part, avec des coefficients indéterminés, 


Y(u) = cot cypuUt cop U+...+ Cp-ip'™»(U). 


On peut déterminer les rapports de ces coefficients, de telle 
sorte que (wu) ait les racines 9), ¥2, ..+, 0». Effectivement, écri- 
vons, en laissant de cOté une des racines, 


v(%1) = 0, U( 2.) = 0, seep Y(?nr—1) = 0. 


Ces ( — 1) équations du premier degré vont déterminer les rap- 
ports mutuels des 2 coefficients ¢, si toutefois elles ne se réduisent 
pas a moins de (m — 1) distinctes. Si ce dernier fait se produisait, 
il faudrait seulement conclure que quelques-uns de ces rapports 
peuvent étre pris arbitrairement. De toutes maniéres, on peut les 
résoudre sans que les coefficients ¢ soient tous nuls. Cela étant, 
(uw), quia un seul infini, multiple d’ordre n, an racines, done une 
encore, outre (;,..., ,_,- Comme aussi la somme de toutes les 
racines doit reproduire une période, la derniére racine est ¢,. I 
existe done bien un polyndme 4(w) ayant les n racines de 9(u). 
Quant aVindétermination de ce polyndme, elle ne peut exister; car, 
si Pon avait deux pareils polynédmes, on pourrait en déduire un 
troisieme qui ne contiendrait plus p~2)(w), et aurait ainsi moins 
de n infinis. Il ne saurait donc avoir n racines. Donc U(w), & un 
facteur constant prés, est eniérement déterminé. Maintenant 4(w) 
sera exprimable sous une forme telle que 9(w), et, les zéros étant les 
mémes, on aura, a un facteur constant prés, (uw) = (uw). 

Prenons maintenant ®(w) sous la forme (10), avec la condition 


P14 Vet ...+ 0, = 0,-+ Vo+...+ 0, = V. 


Déterminons deux polyndmes, tels que &(«), d’ordre (n+ 1) 
tous deux, par la méthode qui précéde, savoir 


Nene T(U—%) S(U—2)...6(U—¥n) S(U+V) 
: (cu)rrt ? 
bi(u) = a(u = ¥14) S(U—5)...0°(U— oO») O(U+V). 


(cu)rrt ? 


Or 
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cl nous aurons 


U(w) 4, Cort cy put cp'u+...t+enp" Vu 
Pg 7 . 
uy(w) Cyt ce, pute, put...+c, pe Vu 


P(u)= A 


Crest ce qu il fallait prouver. 

IL y a la une remarque a faire. La forme en produit est 
beaucoup plus parfaite que la forme rationnelle en pu, p'u; elle 
met en évidence les zéros et les infinis sans aucun facleur étranger. 
Pour passer a la forme rationnelle, il faut introduire un facteur 
élranger, qu’on ne saurait éyiter. 


Théoréme d’Abel. 


Dans les énoncés des théorémes I et III, il y a une partie quil 
faut surtout remarquer, c'est d’abord (théoréme I) : 

La somme des résidus d’une fonction rationnelle de pu et 
plu est toujours égale a zéro; 

Et, dans le théoréme IL: 

La somme des racines est toujours égale a la somme des in- 
finis (ades périodes prés). 

Ce second énoncé, dans sa forme générale, se déduit d’ailleurs 
immédiatement de l’énoncé spécial, partie du théoréme II: 

La somme des racines @une fonction entiére de pu et plu 
est égale a zéro (a des périodes pres). 

C’est en cela que consiste, non pas le théoréme d’Abel, mais 
le cas particulier de ce célébre théoréme concernant les intégrales 
elliptiques. En voici la démonstration directe, que nous avons 
déja employée dans un cas simple (Chap. I), telle, sauf un chan- 
gement de langage, qu’Abel |’a donnée d’abord. 

Soient M et N deux polynémes entiers par rapport a x= pu; 
la forme générale d’une fonction entiére de pwet p/west M + Np’. 
Nous désignerons par m et n les degrés respecufs de M et de N. 
Les racines sont fournies par |’équation 


(11) M+Np'u=o, 


qui, rendue enti¢re par rapport a z= pu, devient 


eS F(#) = M?— N?(4a3— gaa —gy) =o. 


Le degré ¢ de cette derniére est Je plus grand des deux nom- 
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bres 2m, 2n-+ 3. Supposons maintenant variables les coefficients 
de M et N. Les racines x de l’équation (12) et, par suite, les ra- 
cines uw de la fonction proposée, varient en méme temps, et la dif- 
férentielle totale de F(z) est nulle. Désignons par ¢M et GN les 
différentielles totales de M, N, ou on laisse x constant, c’est- 
a-dire ces polyndmes mémes ot seulement chaque coefficient esl 
remplacé par sa différentielle. Cela étant, et dx, du désignant les 
différentielles totales de w et de u, on a 


F’ (x2) dx + 2M6M — 2N6N(423— £22 — £3) =0, 
OhiG 50s Wy Chl). 


4ar— 22.2 — 23=p"u. 


De 1a se conclut d’abord 
(13) Wav grandee eM SMe at NaI o: 
Mais, suivant (11), 

M=—Np’u, Np?u=—Mp’w. 


Remplacant, au second terme de (13) M et, au troisiéme terme, 
Np?w, par les deux expressions qu’on yient de mettre en éyi- 
dence, puis supprimant le facteur commun p’w et divisant par 


F’(x), on obtient 
NoM — MON 


Ci See 


Chaque racine x de (12) donne lieu a une pareille égalité. Dé- 
signant par U lasomme des arguments-racines uw, on aura donc 


NoM — M6N 


; oS 
(14) dU 2 > F(z) 


2tla sommation, ausecond membre, s’applique a toutes les racines 
x de Péquation (12). Cette somme est nulle, d’aprés le théoréme 
d’Euler, classique dans la théorie de la décomposition des fractions 
ralionnelles en fractions simples: s¢ le degré du polynéme ® (x) 
est inférteur de deux unités au moins a celui du polynéme 
I(x), la somme des quantités ®(x): F(x) est nulle quand on 
y met successivement pour x loutes les racines de ¥ (x), supposé 
mavowr que des racines simples ('). D’abord F(x) n’a pas de racine 


(‘) Rappelons la démonstration : suivant les hypothéses, la fraction @ (2): F (a 
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multiple tant que les coefficients de M, N restent indéterminés. 
Quant au degré de NOM — MGN, c’est m + 7, tandis que le degré 
gq de F est le plus grand des deux nombres 2m, 2n-+ 3. Or on 
peut écrire, en premier lieu, 


man =2n+-1—(n—m-+}). 


Si 22+ 3 est supérieur a 2m, ona 2m<2n + 2, par conséquent 
n—m—-120; done m+nSq—2. En second lieu, écrivons 
aussl 

m+n = 2m —2—(m—n—>2). 


m—n—220; done m+ nS q—2. Ainsile degré de NGM—M6N 
est au plus égal, dans tous les cas, 4 g — 2, et la somme (14) est 
nulle. Done U est une constante ne dépendant pas des valeurs 
particuliéres qu’ont actuellement les coefficients de M et N. Si, 
par exemple, on suppose M réduit a l’unité et N a zéro, toutes les 
racines x deyiennent infinies, les arguments w se réduisent a zéro 
(sauf des périodes), et la somme U est alors nulle. Elle est donc 
toujours nulle ou mieux, toujours égale a une période. 

On voit que cette démonstwation ne se modifie, pour ainsi dire, 


en aucune facon, si l’on remplace (4x3 — £2x — ey par la racine 
carrée d'un polyndme entier quelconque; en ce cas le théoréme 
vise des transcendantes plus élevées que les transcendantes ellip- 
tiques. Mais Abel ne s’est pas borné a cette généralisation, et son 
théoréme s’étend encore aux transcendantes abéliennes (ainsi nom- 
mées par Jacobi), qui naissent de lintégration d'une fonction al- 
gébrique quelconque. Nous n’ayons pas a donner ici plus de détails 
sur ce sujet. 

Une remarque doit étre faite dans la démonstration qui précede : 
le nombre des racines x est égal a g, c’est aussi le nombre des 
racines w. D’aprés une partie des théorémes Il ou II, le nombre 


oir) YW D(z, ) 
se décompose en fractions simples sous la forme ~-—~ = - ~) 
L(y) PO UN eA de) 
x, étant une racine quelconque de I’. Multipliant par @ aux deux membres, et sup- 
posant x infiniment grand, on a zéro pour limite du premier membre, et 
P(z,) 

PAs B'(2,) 

pour limite du second. 
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des racines est égal au nombre des infinis. Il faut done recon- 
naitre que ordre de multiplicité de Punique infini w= 0, pour la 
fonction M +N p/w, est égal aq. Or cela est visible : car, pour M, 
cet ordre est 2m, puisque pour pu Vordre est égal 42; pour N, 
cet ordre est 2n-+3, puisque pour p’u lordre est égal a 3. 
L’ordre de multiplicité est done le plus grand des deux nombres 


2m, 2n-+ 3, cest-a-dire le degré q. 


Addition d’arguments en nombre quelconque. 


Solent Wy,, U2, ---, Un des arguments quelconques. 
On peut construire une fonction entiére en pu et p/u, qui ad- 
melte ces arguments pour racines. On prendra pour cette fonc- 


lion 
J(u) = Apt Arpu+ Agp'u+...+ App’ "u, 


et Pon déterminera les rapports mutuels des coefficients par les 
conditions 
PCB) =O jit) = ©, Mere i Cin) =o: 


La fonction est done ainsi déterminée, a2 un facteur constant 
pres. Elle a pour expression, sauf un facteur constant et arbitraire, 


| i OU “TUR oan DLW 

fe OCR get sac 7D an 
(15) On (Uy Uy, Ue sn) =) push pla, “2 Ppt 
lit Pye Dp Ura s pea lus 


D’aprés le théoréme d’Abel, elle aencore laracine 
— (y+ Ugt+...+ Un). 
Done le déterminant (15) est nul quand la somme 
U + UWy+ Ugt...+ Up 


est nulle. Crest la, comme on voit, un théoréme d’addition tres gé- 
néral, et que nous connaissons, depuis le Chapitre II, pour le cas 
elo: 

Nous pousserons plus avant dans l’étude du déterminant (lO) 
et Pexprimerons complétement par un produit de fonctions 9. L’en- 


CHAP. VIf. — DECOMPOSITIONS EN ELEMENTS SIMPLES ET EN FACTEURS. 219 


visageant comme fonction de wu el connaissant ses racines, nous 
pouvons écrire immédiatement 


T(Uy—"U) F (Ug — UU)... ST (Uy — U) (UF Uy + Ug 


Un) 


1) Pn (U, Uy, Ue,...,Un) = Cp (euyer 
etc, ne dépend pas de w. Pour déterminer cette constante, pre- 
nons, aux deux membres de l’égalité (16), la partie principale quand 
w est infiniment petit. 

Pour ©n, on obtient sa partie principale, dans l’expression (19), 

(nen 


par le seul terme phe ay 
unl 


+..., qui se trouve mul- 


liplié par un déterminant mineur. Ce dernier se déduit du déter- 
minant (15) par la suppression de la premiére ligne et de la der- 
meére colonne; c’est le déterminant analogue a n, mals avec un 
argument w en moins. C’est done o,_4(U4, U2, ---) Un). De plus 
il est affecté, quant au signe, du facteur (—1)”. En mettant pour 
Sy, une expression analogue a (16), nous avons donc, comme 


parue principale de o,, wt", multiplié par le coefficient 


, Go (Uy — Uy) GF (Uz— Uy)... GS (Uy + Ugt,.. + Uy) 
= Mb C4 : 
(o Uy )”* 


Quant a la partie principale du second membre de (16), ¢wayant 
u pour partie principale (VI, 10), ce sera uF"), multiphé par 
Cn TU, Tg... TUT (Uy + Ue+.. ae Uns) 
Egalant entre eux ces deux coefficients, nous obtenons 
F(U,— Ug) F(Uy,— U3)... F(Uy— Up) 


(ih! 


eal 
(So Wy )P41 Sn U3... CUn 


De méme 
G (Ug— U3) F(Ung— U,).-- T(Ug— Un) 


(GD Ug )% TUz Ty... TUy 


J (Un — Un) 
Gc 


(FUn—-1)? Tuy 


0+ 


I] est visible que cy est l’unité. Multiphiant ces égalités membre 
d membre, on en déduit c,, et Pon conclut 


ye 9! 3! , o(U+Uj+Uo+... +n) UF (ug— us) 
Cyl We, Dre, Woy one Lip) = (OO ign oie - 
ir) ; PO ater s 2 Up) — 1 (Cu CU, Sly. ..5 Uy)! 
/ 
ete Paglet wee 
a= 6, Oh Se Ody DAE 5 A 10e 
) 
| 
/ 
] 
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Le symbole Il, dans cette formule, comme dans les suivantes, 
indique le produit de divers facteurs analogues. 


Expression de v,(w) sous forme de déterminant. 


Examinons comment se modifie cette égalité (17) quand quel- 
ques-uns des arguments deviennent égaux entre eux. Supposons 


Uyn—Unpra=h 


infiniment petit. Remplacons, dans le déterminant (15), les élé- 
ments de la derniére ligne par leurs différences avec les éléments 
correspondants dans la ligne précédente. Comme h est infiniment 
petit, PUuyp— PUn_1 converge vers hyp'u,_,, et ainsi des autres. La 
partie principale de ¢, est donc le produit de h et dun détermi- 
nant qui différe de (15) par la derniére ligne seulement. Dans ce 
nouveau déterminant ¢,,, la derniére ligne est 


. r " 
Oy TOU ain 30 Cipein wean OW We ac 


Dans le second membre de (17), le facteur ¢(u,— up_,) a pour 
partie principale /. 
Egalant les parties principales, on a 


Nes 3) ah O(U + Uy Ua. . + 2Up—1) US (Ug — ug)| Uo (un, — uy)] 
ae (CU FU, SUy...52U,_4 Pr! 
aoe, Bs VES Oty Ninna U==9))s 
Supposons maintenant wy,_;— Up_2= hy infiniment peut. On 
obtient la partie principale de 9,,,, en combinant les éléments des 
trois derniéres lignes, et cette parue principale est le produit de 
+h* par un nouveau déterminant On,95 différent de On par les deux 
derniéres lignes qui sont 
O, Pitney —P Wena sen 0 Un—2, 
0, p Un—2) Pp Un—2, OE) pay Un—2- 
Prenant de méme la partie principale au second membre de (18), 
on voit qu’elle est formée par le facteur [o(up_,— Uno) \24. el 
Vona 
‘ot ie fi ! (TA / 
seo ees F(U + Uy + Ug... + 3 Un—s) IS (Uy — ug){U FT (Upn—»~— Uy 


-G 


CSHUNGTUEG Up GU a et 
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On voit clairement qu’on peut continuer ce mode d’analyse et 
supposer finalement tous les arguments égaux entre eux. Mais il 
est mieux d’obtenir ce résultat final d’un seul coup au moyen dun 
petit théoréme, souvent utile dans les applications des détermi- 
nants au Calcul infinitésimal. 

Soient f,, fo, .-+, fm des fonctions d'une variable w. Envisageons 
le déterminant D composé avec les m? éléments f,(u + aq), ot p, 7 
sont les entiers t, 2, ..., m. Dans une méme ligne, celle de rang g, la 
lettre fa les divers indices 1, 2,..., m, et la lettre a le seul indice g ; 
dans une méme colonne, celle de rang p, la lettre fa le seul in- 
dice p, et la lettre a, les indices 1, 2,...,m. Le théoréme dont il 
s'agit donne Vexpression de la partie principale de ce déterminant 
D, quand a, a,...,@m sont infiniment petits. Voici comment. 
Prenons pour chaque fonction les m premiers termes de son déve- 
loppement par la série de Taylor sous cette forme 


qi-1 


, (Bis mes ( 
fet + bo) = [ul u) Sp (tt) Ue - fre) ...4 t fin-ni(u)| (T+ Ep,7)s 


eDoso (Wo= il) 


en sorte que ép, est un infiniment petit. Abréviativement 
S p(t + aq) = Ap.q(t + £p,q)- 


Soit D, le déterminant des quantités A,,,. Il est manifeste 
que le rapport D : D, converge vers Punité quand les ¢ sont infi- 
niment petits. On peut done substituer D, aD dans cette question. 
Mais D,, d’aprés la régle pour la multiplication, est le produit de 
deux déterminants ; un d’eux D! est composé des éléments /)” (i), 


aw al : 3 
Vautre D’ des Slemen tS, Pour ce dernier, on connait son ex- 


pression explicite; aux factorielles prés, c’est le produit de toutes 

les différences (@— ay’), oul Yon prend partout g > q’. 
Appliquons cette proposition au déterminant %p_ 4 (ty, U2, «++, Un); 

en y supposanl W,= lu S2 Ghin Wx Nha Chy n0a9 Up Uae Cy Cl 


ii Lt, jie is jx=P aes dass pee. 


Les dérivées de f, étant nulles, le déterminant D’ se réduit a 


9 


un mineur de (mn — 12 éléments. La partie principale de 


On—1( Uy, U2, «--, Un) 


I r 
(Ag— ay')D 
See ue 2 aN 


est done 
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bo 


et ce déterminant D’ a ici l’expression suivante : 


pu SS eee — fale Ner 
" m (nr) 
ae Core p’u Fe als 6 Po sees 
¢ n\& ) = = 
ple) uo po ue rte pi27—3) u | 


Mais, d’autre part, d’aprés la formule (17) ot l’on change n en 
(2 —1), Wen Wy, Uy EN Uy, ..., la partie principale de gp_, est 


aussi 
o(nu) 


=F ol oo Ga =) || = Dig Blea 

(iy) ( ee ok q q) 

D’ailleurs wg —- Ug = @y-— Gq, Vapres la supposition wg = u + aq. 
Nous avons donc ainsi la formule 


o(nu) _ (—1)r-1 
(cuy? — [o!3!...(n—n!fP 


(20) 0n(u). 


I] faut se rappeler qu’on a prouvé (VI, 55) Pégalité 


o(nu) 
(our 


Ur(u) = 


U,(w) étant Vimportante fonction qui sert de base a la théorie de 
la multiplication de l’argument. Au Chapitre [V, on a vu comment 
cette fonction se calcule par voie de récurrence. Nous en trouvons 
ici une expression sous forme de déterminant. Cette derniére, 
pour le calcul effecuf, n’est d’ailleurs pas d’un emploi pratique. 
Mais elle offre un grand intérét au point de vue théorique. Elle se 
rattache notamment a la théorie des fractions continues d’une 
maniére curieuse, comme on le verra dans une application. 


Fonctions analogues a snw, cnu, dnu. 


Voici une autre forme de l’analyse qui précéde, propre a mettre 
en lumicre des circonstances nouvelles. Désignant par m un entier 
positif, considérons la fonction 


[o(u—e)]™o(u+ me) 
(ou Neuse (Goria! : 


(21) Me) = 


D’aprés la proposition réciproque du théoréme III, c’est une 
fonction entitre de pw, piu; comme Vinfini w= o est multiple 


~ 
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d’ordre (m +-1), on pourra la mettre sous la forme 


(22) Y(U) = a+ ay pu+ ay p'u+ az p"U+...+ am pir) u, 


Si Von veut déterminer les coefficients a, la méthode générale 
pour ladécomposition en éléments simples nous indique le procédé 
qu’on doit suivre : développer y(w) suivant les puissances ascen- 
dantes de w. Bornons-nous a prendre le premier terme de ce déve- 
loppement; c’est, d’aprés (21), le produit de w+" par 


o(moe) 
(a pm = (—1)"bm(e). 


[(ou)jn+i y(t) |u=0 a ( 1) 


D’autre part, dans le polynédme (22), le coefficient de w(t! 
est (—1)”~'9.3....ma@m. On a donc immédiatement a, : 


I 
Sees ) 
(23) Bb mi vm (ve). 


Nous pouvons encore déterminer les coefficients a, en dévelop- 
pant les deux membres de (22) suivant les puissances ascendantes 
de (w— ¢). D’aprés (21), les m premiers termes doivent manquer. 
Quanta celui de rang (m +1), qui contient (w— °)” en facteur, 
son coefficient, d’aprés (21), est 


I o(m +1)¢ 


i 
[eu | = bmi (?). 


a seo RET 
Vee (Cont 2 +270-+-1 


Voici donc (m +1) équations qui déterminent les coefficients a : 


ay +a pe + a)p'¢ + a;p"9 +... +ampi?V) 9 =0, 
a,p'y + a,p"9 —+-azp”e +... +dmplo =o, 
ape + a, p"9 +azpo +...+aypty =o, 
Ree Ra chet crane enete eee Mate mbt in sie cae na croeewtete: arte e ache 3 ; 
ay pi) v-+ A, pin) OQ th Gh pirh 9 Seg HS Ci plem—2) 2 ==, 

ay pi Oo S07, pier) 0 + a; plin+2) OS on 5 SS Cire pam) 9 — nm! Ut (Oye 


Le dénominateur, commun aux expressions des inconnues a, 
est le déterminant trouvé tout a l'heure (19), sauf un changement _ 
des lettres: c’est 9,,.4,(¢). Prenons maintenant le numérateur pour 
Vexpression de ap ; @aprés la théorie générale des équations du 
premier degré, on forme ce numérateur ici, en remplacant, dans 
le déterminant précédent, les éléments de la derniére colonne par 
les seconds membres. On voit par la que ce numérateur est 


m! V+ (¢)9m(¢). 
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Nous avons done, avec (23), cette double expression de ay, 


an =— ee Un(e) = m! Yt (v). Im(e) 
ioe Omaa(?) 
La relation 
dike Well area) 
Yr) (al? Onaley’ 


quise déduit de la, etles valeurs initiales 4:(¢)=—4.(°)= — pr, 
conduisent immédiatement a Végalité (20). 

Les circonstances nouvelles, dont nous avons parlé au début de 
ce paragraphe, concernent le cas ol me est une période. Soit 


my = 260, on aura 


c(u-- me) = Fu. eriluto), 


if 27, a tie 
Si = 0) MS) 

CGR y= 2 | = SOK 
is = |utt (Won) ae | 


En faisant abstraction d’un facteur indépendant de w, on voit s'in- 
troduire ici la puissance mime Pune fonction f(z) fort remarquable 


: o(u—v)est 20 27, 
(24) (UD) = SS P= —> Sie : 
: GU SC?P me m 


Nous allons bientét envisager de telles fonctions pour le cas ott 
y et s seront des constantes quelconques. Ici ¢ est la m'*™® partie 
@une période, et s la mi’™* partie de la constante 2%, qui corres- 
pond a cette période. D’aprés notre analyse, cette fonction (24) 
J(u) est la racine mi” dun polynéme entier en pu et plu. 
(On observera que, pour ce cas, a» est nul.) 

Dans le cas particulier. m= 2, nous avons déja, au Chap. VI, 
envisagé trois fonctions (24), et nous avons vu qu’elles sont égales 
aux lois racines carrées \/ pu — ey. Dans le cas général, ces fonc- 
tions (24), pour lesquelles on peut aisément trouver des expres- 
sions analogues, Jouent, comme nous le verrons, un grand role 
dans la théorie de la division et de la transformation. 


Relation générale entre des produits de fonctions ¢. 


Soit une fonction F(a), composée ainsi: 


(05) F(w) G(u— 1) o(uU— v2)... S(uU— Pp) 
25 Ty) a —— a? 
c(u—v,) o(u—,)...c(u— v,) 


x 1 I ' L af 1 
(2.0) CE can ph > ts PC SAE Tact pe a) PaNaraAV Sates. « Ose Vins 


i 


(27) 
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Le nombre des facteurs au numérateur est égal a celui des fac- 
teurs au dénominateur, et la relation (26) exprime que la somme 
des racines est égale 4 la somme des infinis. D’aprés la réciproque 
du théoréme HI, F(z) est une fonction rationnelle de pu et p'u 


donc la somme des résidus est nulle, ce qui s’exprime par la rela- 
tion 


m=n 
ae, ' 
» SF (Pin— 1) F (Pj — Pa) ese S(Om— Vn) O 
} ,/ ’ jas ai I r i / / ae Ms 
; SAO = v;) T (Pin — Vo Jee TP _»— Pm—1 ) oP »— Oe meen) one S(O m—Pn) 
m= 


La relation (27) a lieu entre 2n arguments quelconques, liés 
seulement par Végalité (26). 

Pour qu’on se fasse une idée de la généralité que comporte 
cette relation (27), montrons qu’un de ses cas particuliers, le 
plus simple, consiste en labelle éguation @ trots termes que nous 
avons vue au Chap. VI (VI, 43). Supposons m= 3, et chassons 
les dénominateurs, nous aurons 


J (0, — 1) F(}— 02) F(0, — #3) F(¥4— 95) 
+ 7(9,— 01) F(Po— 62) F(P4— 03) F(04— 04) > M+ Po+ 3= 0 + O54 205. 
+ 07 (%3— 1) F(%3— 2) F(93— 03) F(P,— 05) =0 


Cette relation se change en |’équation a trois termes, si l’on 
prend 
2A = 20, — 01 — a, 26 = 295,— %1— 0a, 


26 = 20, — 01 — Pa, DOL (By = Oo 


Fonctions doublement périodiques de seconde espéce. 


Remplacons, dans (27), ¢, et 9, par (v,— wu) et (v,— uw), ce 
qui laisse subsister Pégalité (26). Posons aussi 


, Sf —- If — 
,,— 0, = 21, v1, — 02 = Aa, AD ce Vi—Wn—=1 = An=1, 


! ! 


! , I 5 ie Ah a he 
On — 0, = &, On— Vo = br, oe) Pn — Pn—1 = On. 


Ces notations aménent une dissymétrie pour un terme de la 
relation (27), le dernier, celui ot l’indice m est égal a n. Ce terme 
s’écrit alors ainsi 


5(Q,— U) F(a2— UU)... F(An1— U) T(Pny— Pn). 
o(by— u) F(bg— Uw)... F(bn1— Uv) 
I i® 
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Quant aux autres termes, ceux oti l’indice m est égal a 
i Oy eon (0) 
ils prennent la forme commune 


6 (A,— bm) F(Ag— bm)... SC (An—1— Om) F (0 ,—Pn— Om-+ U) J 
o(b,— bm) F(by— bp)... F(bm-1—O m) F (Omu— bm). J (bp1—O m) o(u—bm) 


Pour mettre en pleine lumiére Ja relation (27) dans cette nou- 


velle forme, soient encore 


( Qi, Gy... An 4 —A, 


8 
ae \Sbpaeeby ee ee bas SoBe 


dot: résulte, d’aprés (26), ¢),— ¢,== B— A. Nous pourrons dés 
lors écrire notre égalité comme il suit : 


' o(u — QQ) F(uU— aa)... S(U— Ap) 
o(u— bd) ¢(u— bg)... ¢(u — bp_4) 


m=n—1i 


(2 ) 786 DS o(by»— a) J (b,— 2)... o(bp»—Am-1) o(bm— Am+1)++- 6(b5,— &n-1) 
9 _ = o(bn—b1) o (bm— 69)... oF (Om— 6b m1) SF (Om— bm41). 5 (bm— bn-1) 
‘ 6 (b»— Am) Ci — On B — A) 
~ ~s(B-—A) (=o) 


Dans cette égalité (29), tous les arguments sont quelconques, 
et A, B désignent, comme l’indiquent les relations (28), les sommes 
respectives des a et des b. Considérons tous ces arguments comme 
des constantes, w seulement comme variable. Nous voyons alors 
au premier membre de (29) une fonction de uw, composée par le 
quotient de deux produits, chacun comprenant pareil nombre, 
mais quelconque, de fonction ¢. Au second membre, apparait une 
somme de termes, dont chacun, sauf un facteur indépendant de u, 
content seulement le quotient de deux fonctions ¢. C’est donc 
une véritable formule de décomposition en éléments simples. II 
convient de s’y arréter pour bien reconnaitre la nature du pre- 
mier membre, et la composition du second membre. 

La fonction qui figure au premier membre n’est pas expri- 
mable rationnellement en pw et p'w; il lui manque, pour qu’ilen 
soit ainsi, l’égalité entre les deux sommes A et B. On voit méme 
immédiatement comment, au cas ot A deviendrait égal 4B, la for- 
mule dégénérerait en celle (3) qui fournit la décomposition des 
fonctions rationnelles, car tous les termes du second membre con- 


ee 
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tenant, en dénominateur, le facteur évanouissant ¢(B— A), il est 
4 . . a (@) 5 
certain que ce second membre doit s’offrir sous la forme -; il sera 

16) 


donc remplacé, en chacun-de ses termes, par le rapport des déri- 
vées prises relativement a(B— A), et élément simple se changera 
en C(u — b,,). La méme circonstance aurait lieu si B— A était 
une période. 

Le premier membre de (29) n’est pas doublement périodique. 
Si Pon change uw en (w+ 26), il se reproduit, multiplié par la 


quantité e2%(8-A) , 


indépendante de wu. C’est aussi par cette méme 
constante que se multiple, en méme temps, chaque terme du se- 
cond membre (29). 

On le voit, la quantité (B— A) caractérise assez Je premier 
membre, quel que soit le nombre de ses facteurs, pour qu’on 
puisse immédiatement en déduire la fonction analogue, mais com- 
posée d’un seul facteur 

cg(u+B—A 
Olu) = ST EE ETT 


de telle sorte que le premier membre pourra s’exprimer par lasomme 
Ry o(u— b,) + Rp o(u— bg)+...+- Rn-19(u — bn). 


Dans cette somme, chaque terme reproduit un des infinis de la 
fonction proposée. Le coefficient R correspondant est le résidu, 
relatif 4 cet infini; c’est effectivement ce qu’on voit d’aprés la forme 
du coefficient dans (29), mais aussi ce qui est évident par ce fait 
que o(w), pour w =o, a l’unité pour résidu, c’est-a-dire 


lim [ w(t) Ju=o = 1- 


Multiplicateurs. 


La propriété qui consiste a se reproduire multiplié par un fac- 
teur constant quand la variable s’augmente d’une période appar- 
tient a des fonctions un peu plus générales, dont voici le type: 


o(u— a,)c(WU— az)... S(U— An_-4) 


o(u— b,)co(u— be)... a an 


(30) 12) 


Elles ont, de plus que les précédentes, le facteur ec”. Les mul- 
tiplicateurs ou facteurs constants par lesquels cette fonction se 
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multiplie quand on augmente wu des deux périodes distinctes 20, 
20’ sont 


(31) p. = e2N(B-A)+2 900, py’ == 627(B-A) 2005 


Introduites dans l’analyse par M. Hermite, ces fonctions ont 
recu de lui le nom de fonctions doublement périodiques de se- 
conde espéce. 

Les deux multiplicateurs sont quelconques; on peut trouver des 
fonctions pour lesquelles ces multiplicateurs soient a volonté. Ef- 
fectivement, si p. et 2’ sont donnés, les équations (31) feront con- 
naitre (B — A) et 9; ce sont deux équations du premier degré, ou 


le dénominateur commun est yw! —7/o = to et voici la solu- 
tion: 
(32) ize = ylogp’—7/ logy, iz(B—A)=o'logu—w log pw’. 


Il faut avoir soin de noter a part le cas ou B — A serait une pé- 
riode (2mw + 2m'w'). Ce cas aurait lieu si (logu—am'izx) et 
(log uv! + 2 mim) étaient proportionnels a w et w’. A cause del’in- 
détermination de la fonction logarithmique, c’est en un mot le cas 
ot les multiplicateurs ont des logarithmes proportionnels aux 
périodes qui leur correspondent. La fonction F(w), ainsi qu’on 
la vu tout a lheure, est simplement alors le produit d’une expo- 
nentielle par une fonction doublement périodique ordinaire. 


Décomposition en éléments simples. 


Laissons de cété ce cas particulier, et, (B — A) n’étant pas une 
période, prenons l’élément simple 9(w), modifié par le facteur ex- 
ponentiel 
o(u+B—A) 


Ce) RAC Pier evar qr 


Eos. 


D’aprés Végalité (29), nous aurons 
(33) F(u) = Ry ®(u — b,) + Rz ®(u— by) +...4 Ry ®(u — bp _4). 
Il s’agit de reconnaitre comment cette décomposition en élé- 


ments simples se modifie, quand les infinis b ne sont pas tous 


distincts, quand, par conséquent, il s’en trouve qui soient multi- 
ples. 
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Supposons que b,, b., ..., b, dépendent d’une variable z, at- 
teignent, pour 2 = 0, la valeur commune J, et que leurs dérivées 
aient, a cette limite, des valeurs finies toutes différentes entre elles. 
Chacun des résidus R,, R2, ..., Ry, comme on le voit dans (29), 
contient en dénominateur (yu. —1) facteurs ¢, dont les arguments 
sont des différences de ces quantités b. D’aprés nos suppositions, 
chacun de ces résidus, pour w évanouissant, est infiniment petit de 
Pordre (4 —1), x étant Vinfiniment petit principal. Tous les autres 
termes de l’égalité (33) conservent des valeurs finies; il en est donc 
de méme de la somme des » termes considérés. Cette somme 
s offre donc sous forme indéterminée. Son dénominateur commun 
est infiniment petit de Pordre (vy. —1); sa valeur limite s’obtient 
donc en remplagant le numérateur et le dénominateur, chacun par 
sa dérivée d’ordre (vu. —1). Cette somme, au point de vue de la 
quantité w, est linéaire par rapport aux » quantités ®(w — dx). 
La dérivée d’ordre (u—1) de ®(u — bx) est composée linéaire- 
ment avec cette quantité elle-méme et ses (y — 1) premicres déri- 
vées ®, ®”, ..., B(¥-'), Puisqu’enfin b,, b2, ..., bd, ont la limite 
commune J, l’expression limite de la somme est une fonction li- 
néaire de ®(u — b), ®'(u— bd), ..., BY" (wu — b). Donc la for- 
mule générale de décomposition peut étre écrite ainsi 


(34) F(u) = S[Sy-1 BUY (w — 6) + Sy» PY?) (u— b)-+... +S, B (u— 6) + R &(u— B)]. 


Le signe sommatoire s’applique aux divers infinis 6 de la fonction 
F(z), et la lettre » représente ordre de multiplicité de cet infini. 

Quant 4 la maniére dont on pourra déterminer directement les 
coefficients, elle est, de tout point, semblable a celle qu’on a 
expliquée précédemment pour les fonctions doublement périodi- 
ques ordinaires; c’est aussila méme que pour les fonctions ration- 
nelles algébriques. Effectivement, chacun des termes mis en éyi- 
dence au second membre de (34), étant développé suivant les 
puissances ascendantes de (w — b), fournit un seul terme a expo- 
sant négatif, tandis que toute la partie relative aux autres infinis 
fournit seulement des termes 4 exposants positifs. Le développe- 
ment de F(z) suivant les puissances ascendantes de (wu — b) con- 
tient donc, pour seule partie fractionnaire, l’ensemble 


ul: ’ uel ’ 


Sea Vil eo! 
(35) F(w) =(—1e| ee Siac. Sport Siti ER | e., 
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En formant directement ces termes, on aura les coefficients. Le 
dernier R est le résidu. 


Exemple de décomposition. 
Voici un exemple ot il se trouve un seul infini, mais double: 


oh Cre UNON ere GED 
? 


F = 
(u) ie 
o(u—a,)=—Ta(1—uUla,+...), 
o(U — a2) =— Fa, (I1— UCay+...), 
cou=uU (:- Bu+...), 
240 
I i 82 
= —(1+ ui... 
(eu)? Al 720 i 


PY 1 OU ewe 
I I 
BiG iE (5104 TA [et —ta—ta)e+...], 


ae F(u) =— ®(u) +(p — Ca,— Caz) B(u), 


o(u— a,— a2) 


etl”, 
O(a,+ a2) Tu 


En particulier, si l'on prend ep =fa,+ Gas, on a cette for- 
mule, qui se présente dans des applications, 


o(a,+ a2) S(U— a) (U— ay) tart ye 2 [ o(¥—U— ae) ra ps 
26) TA, TA, (ou)? Be i ae du | ore 1 ripe aca P 


Développement des fonctions de seconde espéce. 


Les développements qu'il faut employer pour déterminer les 
coefficients de la formule (34) s’offrent sous une forme trés in- 
commode; la présence des dérivées successives de ¢ y serait fort 
génante dans les applications. Voici comment on peut, a leur 
place, amener dans les coefficients les fonctions p et p’. 

Prenons d’abord la fonction, un peu moins générale que ®, 


o(u+P) 


Ph NW e-uly 
a) oVpoU 4 


dont la dérivée logarithmique 


"(Cu 


o(u) 


re 
— 


=C(u+er)—Cu— toe 


CHAP. VII. — DECOMPOSITIONS EN ELEMENTS SIMPLES ET EN FACTEURS. 231 


se développe ainsi (voir le développement de Cu: V, 11) 


f ! ” 

u I Vv DP? Ls 
PA) =— 4 —upo—w Ph? (PP _ & iste 
e(u) u 2 6 60 

I u u2 us 
=— + As t Az A, more 
u I 1.2 Lao 


Intégrant aux deux membres, observant que [wo(w)]Ju=o est 
Punité et posant 


U2 us u* 
(i) \ = ING + A3 ——~ + A, —~— 
fKe) ie yeas Wag asad 


on conclut 


I I u? u3 us 
2 Be = = — —- Ee Oa 
ee) n° gi P +P oth ); 
oA ye A3, P, =A, 3 AZ. 


P; = As+10A;Az3, Pe = Ag +15A2,A,+ 10A2+15A3, 
et ainsi de suite. Nous avons, d’autre part, 


A,s=—py, “As=—p'e, A,=—p'e+ 2%, 


As=— p"9, Aj=— pt eo+ 


Réduisant les coefficients P a ne contenir que pe et p'y, nous 
trouverons successivement 


P,=— pp, P;=—p’?, P,=— 3 p?o +3 &2, 


3 
7) Ps=—2pep’e, Pe=—5 p3o— gope +2223, 


Ce calcul direct est un peu laborieux; on trouvera, a la fin de ce 
Chapitre, un moyen de le rendre plus facile. Le point important, 
c’est que les coefficients P sont, on le voit, des fonctions entiéres 
de pe et p'v. 

Prenons maintenant la fonction ® quelconque, et mettons le 
coefficient o de l’exposant sous la forme # — €¢, nous aurons 


f o(u+?¢) “ I u u? 
TY el(x—Cr)u — 1 7 + (p24 P; ta GOs BP yap te 1P) 
ovCU ie u ( 25 ( : 53 

us 


+(a'+6P2v?-+ 4 Pax + Py) = 5 7 


u* 


(38) +(#>+ 10 Pox-+ 10 P32? DU aS 2 a 


+ (v6 +15 Poxv'+ 20 P3%3 +15 P, 22+ 6 Pax + Ps) = 


1 


aia reiiel e -@ib le euler @iL6) 0/6) .0).4) 9 [o\le. sei 10/16 else (eS: oe) Cle) @eire bie 48 6 wie ele) ee (6 609) 6) ole eee. 
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ym-t 


Le coefficient de se représente symboliquement par 


m|! 


(2+P)yn; 
les exposants de P sont remplacés par des indices, et la premiére 
puissance de P par zéro. 
Autre exemple de décomposition. 
Soit 4 décomposer 


c(uU— a,)7(U— a.) F(U— a3) 


LC — ella,tla,+la,)u, 
Oe) (argnyp 
En prenant successivement, pour ¢, — @, — ay, — @3, On aura 
oO 320. 
aC eee ee 
ovoUu u ae 


Multiphant les trois premiers membres ainsi obtenus et, en méme 
temps, les seconds membres, on obtient 


F(u) I Set ) 
———_____ = — — + —(pa,+pa,+pas)+... 
6,0, Ca; us au tr P P : 

2F(u) 


Fa Caz Ga, = PM) (PU Part pas) P(u), 


: OU — a, — "an 
®(u) = 1 2 2) 


e(Sa,.tba,+la,)u, 


O(a, + 49+ 43)0U 


On peut, dans la formule (36), comme aussi dans cette derniére, 
supposer égaux entre eux les arguments a, et l’on voit que toutes 
les puissances, a exposants entiers, des fonctions de seconde espéce, 
s’expriment linéairement par des fonctions de cette nature et leurs 
dérivées. 


Cas singulier des fonctions de seconde espéce. 


Le cas singulier ('), ot les logarithmes des multiplicatears sont 
proportionnels aux périodes correspondantes, n’offre pas de fonc- 
tion nouvelle au point de vue théorique. Chaque fonction, dans 
le cas singulier, est simplement le produit d’une exponentielle e°# 


(*) Signalé a attention par M. Mittag-Leffler (Comptes rendus de l Académie 
des Sciences, t. XC, 1880, p. 178). 
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par une fonction rationnelle de pu et p’w. I est néanmoins utile, 
pour certaines applications, de mettre, pour ces fonctions, la for- 
mule de décomposition en éléments simples sous une forme en 
rapport direct avec leur nature. 

Soit /(w) une fonction rationnelle de pu et p'u, décomposée en 
éléments simples conformément a la formule (3) : 


f(a) = LP, 
L = 1, C(u— 1) + J, C(u — 02) + ls C(u — 63) +..., 
1, +1,+ La tty (Ol 


P=c+imp™(u—p). 


En multipliant les deux membres par e?”, nous aurons l’expres- 
sion d’une quelconque de ces fonctions singuliéres. Prenons main- 
tenant pour élément simple, au lieu de ¢, son produit par la 
méme exponentielle : 

O(u) = eb” Cu. 
On aura généralement 


n « ECAH) 
epu CN) = ol) (uw) — — 9 oll) (uw) + Bee) 


; f 7s O? oUt?) it) —. 5 


par conséquent, la formule de décomposition pourra s’écrire ainsi 
(39) J(u) = cert ZAny OM (u— on). 


Sous le signe sommatoire figurent successivement tous les in- 
finis ¥, de f(u), et les dérivées 9 jusqu’a Vordre immédiatement 
inférieur au degré de multiplicité de cet infin. 

Il va de soi que, dans cette formule (39), les coefficients se dé- 
terminent, comme dans le cas général, par la partie fractionnaire 
du développement de /(w) suivant les puissances de (u— ¢,). 
Seul, le premier coefficient c doit étre calculé a part. Mais il faut 
surtout remarquer que les coefficients A sont liés par une rela- 
tion, traduisant l’égalité primitive 


l, eTyS= lyse. 0: 


Pour avoir cette relation, revenons de la formule (39) a la for- 
mule primitive, ce que nous ferons au moyen de la relation 


v 
OY (CU) eo ( py out OVC u +o). 
‘ I b 


On voit par la que le terme A, ¢ (u — ¢,) fournit a la somme 
> ‘ 
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L le terme Ap y 0” C(u — en )e- Pn. Ll existe donc entre les coeffi- 
cients la relation 

(40) ZAn vere Pn = 0. 

Cette relation (40) est d’ailleurs nécessaire pour que le second 
membre de (39) soit doublement périodique de seconde espéce. 
En effet, d’aprés la définition de 9(w), nous avons 

o(u+ 20) = (Cu + 27) eplu +20), 
e—2P o(u + 20) = o(u) + 2tep, 
e200 o) (u + 20 — On) = OW) (U — On) + 27 ePY pV E—P¥n. 
Par conséquent, la fonction (39) donne lieu 4 la relation 


ep f(u + 20) = f(u) + 27 er4 ZA, ypVe—Pen. 


L’égalité (40) est done exigée pour que /(u + 2) reproduise 
f(w), multipliée par le multiplicateur e?@°. 


Cas ot les multiplicateurs sont des racines de Vunité. 


Ces cas n’offrent aucune exception a la théorie générale, mais 
"élément simple est particuliérement intéressant. C’est celui que 
nous avons déja rencontré (24). 

Soient 


? So a Se re 


| 2nw + 2n'w! 2nn+2n'r’ 
SS a 
m m 


(41) 


o(u— v)ese 


He fom ome 1) x 


net rn’ étant des nombres entiers. Nous avons déja vu que la puis- 
sance m''™* de f(w) est doublement périodique ordinaire. La fonc- 
tion f(w) doit done avoir pour multiplicateurs des racines mi*™*s 
de lunité. Effectivement, prenons une période quelconque 
20 = 2pw + a2p'w’. 
Le multiplicateur correspondant, c’est l’exponentielle ayant pour 


exposant 


~ > 4 1 r ' ' np’ — n' . 
2(s® — ey) = (np —n'p)(qw' — 7/0) = “at QUT. 


Ainsi le multiplicateur ua pour expression 


np'—n'p 
9 BP'—2P , 
=e mm 


Tv 
? 
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’ C ic OFZ PON , 
c est une racine m*™* de l’umité. Nous avons déja observé que ces 


fonctions particuliéres comprennent les trois radicaux \/pu — ey 
et généralisent, par conséquent, les fonctions anciennes snu, cnu, 
dnu. A Pégard de ces derniéres, on a vu (Chap. IL) qu’aucune 
d’elles n’a les périodes 2 et 2w/, mais que toutes se reproduisent 
multiplées par +1, quand l’argument s’augmente d’une période. 
Ces faits concordent bien avec ceux que nous rencontrons main- 
tenant. 


Deuxiéme méthode pour le développement des fonctions 
de seconde espéce. 


Reprenons la fonction de seconde espéce 


et considérons sa dérivée logarithmique 


pe = 


(42) o(u) 


C(u+v)—Cu— Ce, 


ra 2 


qui, d’aprés la formule (V, 15) d’addition pour ¢, peut s’écrire 
gi(u) 1 plu—p'e 
o(u) 2 pu—pe 


Conformément au théoréme fondamental d’addition (p. 29), on 
a donc 


(43) [Se | a Plu +0) + put pe. 


Mais, en prenant la dérivée dans les deux membres de (42), on a 
aussi 


ee) y= = 
ou} = =pu—p(u+P?P). 
Ajoutant cette derniére égalité, membre 4 membre, avec (43) 


et chassant le dénominateur, on obtient 


(44) o"(u) =(2pu+pe)o(u). 


Cette équation, ot!l’on considérerait 9(w) comme une inconnue, 
serait différentielle linéaire et du second ordre. C’est un cas d’une 
équation trés importante, a laquelle est attaché le nom de Lamé; 
nous y reviendrons dans les applications. Nous voulons en faire 
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usage ici pour indiquer un procédé propre a former plus rapide- 
ment les coefficients successifs du développement de 9(z). 


Soit, comme précédemment, 


9 


u u3 un 


EPs +... t+ Pp 


1 
o(u) = a P+? 
Uu 


Soit aussi, comme au Chapitre IV (p. 93), 


DU = 
J u- 


ine 17269 Teo 


+ Cp U2 + C3! ... + 0, U2A2-+,.. 


La substitution de ces développements dans (44) conduit aux 


équations successives que voici : 


Po +pe=o, 
Ps; Ps 
aad 

3 3) 

Bias ar Py 
3.4 T 55 py + 20g = ae 

Paves Ay 5 

T — ay 

3.4.5 223 5 

Pe . 1, P ' Cc Ps 
~— spe + Peep + 203= ’ 
376.6 as bauer id eae ns 

hevelevee re ue ete s Bo srmee Nec er eecass CICHHAC 0 Bos 

Pr Pr 2 Pr—s 
2, py — +- 2 Cy —————"— + 2.€3 ——___ 
ni 3 (m—2)! ay (n— 6)! 


Puss +..= 2? (n—1)(n—2). 


Il est 4 remarquer que cette méthode laisse indéterminé le 
coefficient P; et, par suite, tous ceux d’indice impair. Ce fait 
provient de ce que l’équation (44) reste inaltérée si Pon change u 
en — uw. Comme nous avons précédemment trouvé P3; (37), il n’y 


ala aucune difficulté. 


Le calcul devient encore compliqué assez rapidement, mais il 
est cependant bien plus simple que par J’autre méthode. Pour 
faire suite aux formules (37), voici quelques autres coefficients : 


nous mettons simplement p, p/ au lieu de pe, p’e. 


(era DN Dee ot 
Ps =—7 p'—2.7 82 p?— 2 e3 p+ *2 83) 
(45) / Po =— 4p (Pat 7p Sap + 27.583), 
Pa 9 pi— 2.33 gy p3 — 2332.9 &3p?— 32.5 e% p 


h 


Pi, =— p’(5 pt + 2.13 29 p?+ 5.27 23 p + 32.17 3). 


Deon nls 


7. 


S283) 
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Ce développement a une trés grande importance pour une des 
plus belles et des plus récentes applications des fonctions ellip- 
tiques. Il serait a désirer qu’on pit le former par des procédés 
plus simples. 


S(u-+ . : 
Développement de - ol ie) eG w) e—“<e suivant les puissances 


1) 


ascendantes de uw. 


Ce nouveau développement a de l’analogie avec le précédent, 
mais il est beaucoup plus simple. Soit 


o(u+?¢) 


e—uly, 
oF 


—— 


En prenant les dérivées par rapport aw ety, on obtient 


I 0% 
-— = “ws 9) — Ce 
Zz Ou C( ) Sh? 
(46 a easy) =e 
{(-— = (2) —— EP te) OE 
) & Ov © J 
0% (Os ie 
eee “us pv = 0. 
Ou ae J 
Si l’on pose ensuite 
u? ue 
&=1+A,;u+ A, AS, Se een 
ee Pode se Ft 


on a immédiatement l’équation récurrente 


dAn—1 
dy 


(47) An= —(n —1)An-2 pv, 


par ou les coefficients se déterminent tres facilement : 


| oS Oe A,=— pe, A3;=—p’?, 


A, =— p"o + 3p?e9=— 3p? +385, 
As=—2pep’s, Ag=— dpi o +t gopet 283, 
(48) MiP OCP? — Fea), 
As=—7p'o+782p? —88sP? —18h, 


Ag=—p eo aes ay 
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Développement de o,uv. 


Si Pon suppose pour » une demi-période, la fonction z qu’on 
vient d’enyisager se change en l’une des trois fonctions o,u. On 
a ainsi le développement de cette derniére. Les coefficients d’in- 
dice impair sont alors nuls; dans ceux d’indice pair, il faut rem- 
placer pe par e,. Les coefficients sont ainsi des fonctions entiéres 
de g»2, g3 et de la racine e,, dont on peut dailleurs rabaisser les 
exposants au-dessous de 3. Ona, de cette maniére, 


u? wu us 


{ 
a > 
Cgu=1+ B, - Bs - - Bs ~ +t... 
| a2) eDadvorh TP Down digha® 
(49) § 5 
49 | Br=—eg, By=—3e2+1 8, 
a 38 3 =e 2 G 1 o2 
B3= — 3. g2eg+283, B, =") g2¢4 —*2 83€a—F 85) 


On verra, au Chapitre IX, un procédé meilleur pour calculer 
les coefficients de ce développement. 
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CHAPITRE VIL. 


LES SERIES &. 


Avertissement. — Recherche d’une série ayant Jes mémes propriétés que vw re- 
lativement a la périodicité. — Convergence; choix des périodes. — Démonstra- 
tion directe de l’équation a trois termes. — Identification de la série avec vu. 
— La série 3,. Expression de nw et de vu. — La série S,. Expression de ¢,u. — 
La série S,. Expression de ¢,uw. — La série 3,. Expression de ¢,u. — Résumé 


des relations entre les S et les ~. — Observations sur les séries S. Diverses 


notations usitées. — Addition des demi-périodes et des périodes dans les &. 
1 

— Séries S avec l’argument zéro. — Expression des trois quantités e | 2? ow 
par les S. Premiére identité. — Premiére expression de e,, e,, e, par les &. 
Seconde identité. — Seconde expression de é,, é,, €,. Expression du discrimi- 
nant. — Expression des S par les 7. — Changement des périodes : équivalence. 
— Echange des indices de e,, e,, e,. — Changement des périodes dans les fonc- 
tions S. — Résumé des formules pour le calcul des fonctions ¢. — Calcul de q. 
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; — le, lays 
liersou ga lesvaleurs e-", ie 2 , te » 

S. Remarques. — Fonctions elliptiques 4 invariants imaginaires. — Manicre 
dont varient les fonctions & d’arguments réels. 


.— Expression de g, par les fonctions 


Avertissement. 


On trouvera, dans ce Chapitre, la représentation des fonctions 
elliptiques par les belles séries dont Jacobi doit étre considéré 
comme l’inventeur, séries éminemment utiles pour les applications. 
Elles ne doivent étre, en général, introduites qu’a la fin des cal- 
culs. Pour cette raison, les formules nombreuses et un peu com- 
pliquées qui vont étre développées sont destinées a étre consul- 
tées seulement. II serait inutile de les retenir de mémoire; il suffit 


d’en bien connaitre la nature. 
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Recherche d’une série ayant les mémes propriétés que cu 
y 
relativement a la périodicité. 


La fonction cu, a laquelle nous sommes parvenus en avangant 
progressivement dans |’étude des fonctions elliptiques, offre sur 
les précédentes Cu et pu l’avantage de rester toujours finie, quelle 
que soit la valeur attribuée a la variable. Aussi doit-on espérer 
pouvoir la développer en série plus aisément que les autres. Nous 
verrons bient6t comment elle se développe suivant la série de Mac- 
laurin. Mais on doit désirer surtout un mode de développement 
qui fasse apparaitre la propriété caractéristique 


o(U+20)=— FUermM(u+o) o(U+ 2W') =— o 2 e2/ (u+o'), 


A cet effet, prenons la combinaison 


ine 
(1) JS Uae 2 Psu: 
on aura 
1 o— jw’ 
(2) f(utaw)=—f(u), f(utew)=—f(uje?' o —. 
A cause de la relation 
70' — 7/0 = cs 
DD) 


Vexposant de la derniére exponentielle pourra s’écrire 


(Uw) 
SS SNS 
Ww 


et lon aura 
LG7C TTT G)’ 


S(u +20") =—f(aye Pie) 2), 


Le dernier facteur va dorénavant jouer un réle important; nous 


poserons 

= Tw! Tit’ 
(3) g=e hae 
Si nous écrivons aussi 
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(5) f(u+20) =—f(u), 


af 


at (u). 


Sinous remplagons aussi, dans f(w), la variable w par la variable 
Z, en écrivant 


J(u+ 20’) =— 


SI ( w) = 9(4), 
ces deux équations deviennent 


(6) 


J 
qe 
La derniére de ces équations éloigne, pour 9(s), toute idée de 
développement ala maniére de la série de Maclaurin. Elle fait 
naitre, au contraire, la pensée de développer 9(z) en une série 
double comprenant a la fois les puissances A exposants entiers 
positifs et négatifs de z. D’ailleurs, d’aprés la premiére relation 
(6), la fonction est impaire, et l’on ne devra envisager que des ex- 


posants impairs. On doit donc essayer de trouver un développe- 
ment tel que celui-ci: 


9(4)=—9(—4), 9(¢s)=— o(5). 


C15 + 6333 + C32 +. 
AG fe fap. 
i Ci T Cz 

& 


Soe = Con+1 52241 Soto 


I ; T 
55 ere Cath apap eet 


Be 
Il nous donne 


ON OPS AOR MEA OSG 35 5 at (Oye | OF MASA SF 5 


(gs) )_ a ae AU oe oe Psi. 1 
" “log 3 gis 8 qiss 2n+1 G2hl guntl 
fa zB BP Zent+i 
63 — = Cx po Cie Sow cai Say Eee are 
I q 4 
Seo as 
qs T eae | ae ee e i 
ee Oh am T Cy 2 oa SORT =) SSS Ooo 
ge "Gee 2 qa ant geal 


Par conséquent, la seconde relation (6) impose les conditions 


C3=—erg?, Cs=-—csq*, C7 =— 63g®, ++ Canta — Contig?” 
eC, =— C1, c,=— ¢q?, Ce=—€5.9', rey Conti = — Can-i 9”: 
De Ja se conclut 

eo 1, 

Ch = — Oy OG 

(fs OO 

NETO CREE IO SDE : 

Cees = Oyen =(— T)P—1 ey grin), 


J, . 16 
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Nous trouvons donc, comme satisfaisant aux deux conditions 


(6), la série 


9(4)= e[(s—t)—a(— 4) +9*(— 4). oe 


T 
ENN) pees ( DN pause | Bie otilire 
-( I)rqr n+ (= h a) | 


\ 


CG) 


En remeltant pours son expression en w, invoquant la formule 


d’Euler 


e!4@— e-l4@— a7 sina, 
et changeant la notation du coefficient arbitraire c,;, nous avons 
cette autre forme 


TU 37 U 5mUu 


| A= ef sin q? sin —— + q®sin ee 
ee) | (oan-+1)tu | 


2W 


(= 1)” quire’ sin 


s’offrant pour vérifier les deux relations (2). 


Convergence; choix des périodes. 


Il faut toutefois s’assurer que ces séries convergent. Or leur 
caractére de convergence est immédiatement visible. En considé- 
rant séparément les deux séries ayant pour terme général Pune 


== grin) gant : 
’ > 
Pautre 


ou une seule d’entre elles, comme on peut le faire par le change- 
I 
ment de z en-, ona 
Vqgile+n gn — q” q 2. 


Le facteur gz? est indépendant du rang 7; le premier facteur 
est ou infiniment petit ou infiniment grand, quand 7 est infini- 
ment grand. Il faut et il suffit, pour la convergence, qu'il soit in- 
finiment petit. Ce caractére, indépendant de z, s’applique aux deux 
séries en lesquelles nous yvenons de décomposer ¢(z); donc la 
condition nécessaire el suffisante a la convergence de 9(s), c’est 


que la valeur absolue (module) de g soit moindre que l’unité. 
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Cette condition satisfaite, la série converge trés rapidement, 
quelle que soit la valeur de z. Est-elle satisfaite par la valeur (3) 
quwil nous faut ici assigner aq? 

Si le discriminant est positif, il y a un couple de demi-pé- 


2 “ w! A an8 . 
riodes oti w et = sont réelleset positives. Pource couple, l’exposant 


Tw! ; Peters Z : NL gwOals 
— —— est réel et négatif; g est réel, moindre que l’unité. 
LW 


Si le discriminant est négatif, on peut prendre 


. 

r We Ws 

W = Wa, QS 
2 


oon oy, imo), 
fa roy fe 20 
Op O* 2/— te 2:2, 


On voit que t est réel, moindre que lunité. Par ces choix, la 


bd 


et lon a, en cecas, 


série convergera, et de plus, ne contenant que les puissances paires 
de q, elle sera réelle quand wu sera réel aussi. 

Il y a une infinité d’autres maniéres de choisir w et w! pour 
rendre la valeur absolue de g inférieure a ’'unité; nous y revien- 
drons. Pour le moment, fixons les idées en faisant Je choix dont 
nous yenons de parler dans le cas ot le discriminant est positif. 
Mais, dans le cas opposé, prenons 


' fi 1 i 
Oop ta, on) oeos= F(a, eas) 
2+) w2 +02 ORO 
T 2 = 2 2 ‘ 
th _ Bt acres aS 217 5 7 
q=e Ory =e 1 amare W5— Wo". 


' 

Comme wo). et “e. sont réels et positifs, on voit que la valeur 
absolue de g est égale au dernier facteur, dont lexposant est réel 
et négatif; elle est donc moindre que l’unité. 

De cette maniécre, il sera entendu, dans les deux cas du discri- 
minant, que les indices des e correspondent a , w’, w” 
nous l’avons toujours supposé jusqu’ici 


comme 


Ce= Pad, €2= pw’ = p(w+w’), Ory To 


En choisissant g comme nous venons de le dire, nous avons 
trouvé une série conyergente /(w), qui posséde, en commun avec 
la fonction (1), les propriétés (2). Ces deux fonctions coincident- 
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elles en effet, sauf le choix du coefficient C, indépendant de u? 
Voila ce qu’il faut savoir. 

Pour montrer la coincidence des deux fonctions, nous prendrons 
la série elle-méme, et, par elle seule, nous remonterons a la défi- 


nition de pu. 


Démonstration directe de l’équation a trois termes. 


Pour la commodité du calcul, modifions un peu les notations 


dans 9(2). Ecrivons 
qd vinta e2 = Be ls 


: x aes es 
et prenons la fonction — 9(z), que nous pouvons écrire ainsi 
Came 


m—1 


(9) F(u) =n ® amtym, 


le signe sommatoire s’étendant a tous les nombres impairs positifs 
ou négatifs, mis ala place de m. Effectivement xq”"*") devient 
une puissance de x, dont |’exposant est 


4n(n+1)+1=(22+1)?= m?. 


La série F(w) est absolument convergente, sous la seule hypo- 
thése que la valeur absolue de x soit inférieure a l’unité. Nous 
faisons cette hypothése, celle-la seulement, nécessaire a l’existence 
de F(w). Avec cette unique définition de F(w), nous allons véri- 
fier l’exactitude de la relation fondamentale, reconnue déja pour 
ou (VI, 43). 

F(a—b)F(a+b)F(e—d)F(ce+a) 
| + F(6—c)F(6+c)F(a—d)F(a+d) 
+ F(e—a)F(e+a)F(6—d)F(6+d)=0. 


(10) 


Considérant les trois produits 
A=F(b—c)F(b-+c)F(a—d)F(a+4), 
B=F(c—a)F(c+a)F(b—a)F(b+a), 
G=F(a—b)F(a+b)F(ce—d)F(c+d), 

nous allons, dans chacun d’eux, effectuer la multiplication des 


séries qui représentent les fonctions F, et reconnaitre que tous les 
termes se détruisent dans la somme S=A-+B-+C. 
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En désignant par m, m', m", m'” quatre nombres impairs positifs 

ou négatifs, nous avons, pour un terme quelconque de A, cette ex- 
pression 


(A) = (—1)haMy®, 
w= 3(m+ m' + m"+ m"), M = m2?+ m?-+ m'2+ m2, 
“= m(b—c)+m'(b+c)+m'(a—d)+m"(a+d) 


Ww 


(11) 


= (m" + m")a+ (m+ m')b+(m' — m)e+(m"— m')d. 


Nous distinguerons les termes ott v. est pair et ceux of u estim- 
pair, en écrivant 


(A) = (Ao) si p est pair; (A) = — (Aj) si p est impair. 
De cette facon, on aura 
A= 3A5) = 3(Ai). 
Faisons de méme pour B: 


(B) = (—1)vaXy8, 
(12) yvet(n+nan't+n"), N=n?+n?+ n+ n", 
B= (n"+ n")b+(n+n')e+(n'—n)a+(n"—n')d. 
(B) = (Bo), si v est pair; (B) =—(B,), si v est impair. 
B= =(Bo) — =(B:). 


Faisons encore de méme pour C: 


(C) = (—1)aP yt, 
(13) h=3(psp pap"), P=p +p 
y=(p'+ p")e+(p+p)a+(p'—p)o+(p"—p")d. 
(CG) = (Co) si m est pair: (CG) =—(C;) si = est impair. 
Ca 30, (Ga) 


19 


2 p+ pl"2, 


Les lettres m, n, p désignent des nombres enuers impairs quel- 
conques, positifs ou négatifs. Prenons un terme arbitraire (A), et 
voyons sil existe un terme (B) pour lequel l’exposant soit iden- 
tiquement égal a «, quels que soient a, b, c, d. A cet effet, on devra 
poser 

n'’—n=m' +m", n't n"=m +m, 


(14) 


Dae j=, Sy S70 S78 
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Ces équations résolues donnent 


n =$(—ms+m'—m'—m")=—pem, 
n =4(—m+m +m!’ m")=+p—m, 

n=4+( m+m'+m'—m")=+p—m", 
n=4( m+m—m'+m")=+p—m, 


On voit d’abord que ces nombres 7, effectivement entiers, ne 
sont impairs que si p. est pair. Ainsi le terme (A) considéré doit 
appartenir au type (Ay), sans quoi l’identification serait impossible. 
Ayant donc pris un terme (A,), nous trouyons les quatre nombres 
n impairs, et, par conséquent, un terme (B), pour lequel on a 


8= a. D’ailleurs, d’aprés (14), 
non n'+n"=2m', = 10 


Le nombre y est donc impair, et ce terme (B) appartient au 
type —(B,). Enfin, élevant au carré les deux membres dans 
chacune des équations (14) et faisant la somme, nous avons 


Yu My 


2 2 = m2 m2 m 


Nea Ie 


"9 m2 


n2+ nn? n + m2, 


Done le terme (B) considéré est égal, sauf le signe, au terme 
(A), et le détruit. Donc, dans la somme A + B, la partie Z(A,) est 
entiérement détruite par — ¥(B,). 

Réciproquement, en résolvant les équations (14) par rapport aux 
m, on voit que — =(B,) est entiérement détruit par X(A,). 

On déduit A, B, C les uns des autres par permutation circulaire 
de a, b, c; done de méme X(By) et —X(C,) se détruisent, et 
(Cy), — Z(A,) se détruisent. Donc la somme A+ B-+ C se ré- 
duit a zéro; c’est ce quil fallait démontrer. 


Identification de la série avec cu. 


La relation (10) reste inaltérée si l’on y remplace la fonction F 
par une autre qui en différe seulement d’une exponentelle paire 
du second degré; en d’autres termes, elle a lieu pour toute fonc- 
tion 4 (w) de la forme 


Y(u) = e844 E(w), 


Ce fait tient Ace que le premrer membre de (10) est doublement 
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homogéne : 1° par rapport aux fonctions F’, circonstance qui fait 
disparaitre le facteur e”; 2° par rapport aux carrés des arguments, 
dont la somme est 2(a?-++ 6? + c?+ d?) pour chaque terme; cir- 
constance qui fait disparaitre le facteur es’. 

Si donc, en désignant par 4 une constante encore indéterminée, 
nous définissons ow par la relation 


1 1 
e 2? ©cu=f(u)so(z)=—21Cq *F(w), 


cette fonction ou, dont nous n’avons pas encore prouyé l’identité 
avec celle qui nous est déja connue, cette fonction ow, outre les 
propriétés de périodicité, a encore celle de satisfaire a la rela- 
tion (10). 

Pour la rapprocher de la précédente fonction ow, choisissons 
la constante 1 de maniére que le développement, suivant les 
puissances ascendantes de w, manque du second terme. A cet effet, 
il faudra prendre 


n=o 


Gy Cyr | Gna |s 
20 c > ae 20 ; 


ui) 


ce qui détermine 7 par une série conyergente. Choisissons aussi 
G0 ou : On, 
la constante C de facon que la limite de 7 soit Vunité pour 


u = 0; par conséquent, 


= [1— 392+ 5qe+...+(—1)?(2n +1) grrr) +... ]. 


Cela étant, la ‘fonction ow ainsi définie a toutes les propriétés 
signalées comme caractéristiques au Chap. VI; on peut avec elle 
remonter 4 pu. La légitimité du développement se trouve donc 
bien établie. 


La série 3;. Expression de yw et de ou. 


La série qui vient de s’offrir sera employée sous la forme intro- 
4 


duite en dernier lieu: on multiple tous ses termes par 2q'. On la 
désigne par la lettre S avec l’indice 1, 


(2n+1)2 


A 9 Gre, 
(15) 3, (v) =29g* sinvrn—o2g*sin3en+...4(—1)?2qg * sin(2n+I)eTt-+... 
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ou bien, en mettant les exponentielles au lieu des sinus et faisant 
(16) a= elt, 


on peut l’écrire aussi 


(2n-+1)? 


(17) Sii(@) = => (0g Fatt 


U 


et le signe sommatoire comprend tous les entiers posttif/s ef né- 
gatifs n. 
En mettant 


(18) e= epee, 


ona, pour Z, la méme signification que précédemment, et 


nu? S 
—- + ° 
(1g) gow Ce ae 
J, (0) 
Sous la forme précédente, ceci est la méme chose que 
Hut 
DD |\f a wee . STU . (2n-+1)TU 
Oo Sw = 2+ | sin — q*sin eet (—1)tgniert) pyle a! 
TAg 20 20 20 
I ' 
Ag =I—3q?+...+(—1)"(2n +1)griery = EOE 
ang* 
En outre, comme on I’a vu tout a l’heure, 
as 1 Si(0) 
20) nw = I— 27g? +...+(—1)"(2n+ 1 grer) +...) =—— EE. 
( ) 1 AT 79 ( ) ( °q pie ] 12 S',(0) 


En faisant uw, ona 


1 Ss 1 
sia ai 1(3) = 2S At 
(21) é w cae eee? 
Aj =tI-- Gee qunty) |. = oid). 
DG} 


La série 5,. Expression de ¢, wu. 
Il est d’usage de désigner par S,(¢) la fonction 3,(4$ — ¢); ainsi 


32(°) = 34(4—) 


no) 


9 (27-+-1)2 


as 
(22) = 2q‘coseom+ag'tcos3on+...t2g * cos(an+t)pn..., 


(2n+1)2 


PSS eft, 3,(¢)= “g 4 g2n-+t, 


+] 
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Changeant wu en (w — wz) dans (19), par conséquent » en ($— 9), 
et divisant membre 4 membre l’égalité obtenue et l’égalité (21), 
ona 


BE GEES vr nu 1qw (Sa Ah lita (om 
—>-—o(w— wen == mh ° Ss. 
(23) Bap ny AS 2 a eee ese. 
ow 41(4) 720 


ou, sous une autre forme, 
Nes I 
OR Sait — 4, Loose + gq? cos3onm +...+ g?"+1) cos(2n+1)em-+...]. 
i 
La série 3). Expression de o3u. 


ll y a lieu de mettre sous une forme analogue ¢(w’+ w). En 
posant 


Ww 
(24) ae = T; 
d’ot résulte 
(25) gq =e, 


Nie 


on voit que le changement de s = e’** en g *s revient au change- 


ment de ¢ en (vy — $7). On a donc 


I (en+4)? _2n+4 
(9-37) == Vg 4 2 g2n+1 


1 


= = ane” taint = = eng. 
l a 


iq* 


On désigne par So(¢) la nouvelle série 


z= eT? , 
(26) 50) = =(—1)" qr" 22” 
=I—2q cos29n7-+2g'cos4eT+...+(—I1)?2g™ COS2NVT +... 


La relation d’ou nous venons de Ja conclure s’écrit donc 


el 
(27) eee ie e~'ne 5,(9 —1t) 


é 2 Sf . 
ou bien, changeant gen — ¥, comme Si, est paire et 4, impaire, 


de 
(27a) Joe =— igteine 3,(9 + 17). 
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En faisant w=! dans (19), par conséquent » = 47, nous avons 
maintenant 
14"? S (ic 1c ( 
-;—— Ji(z7 . —7 Jo(0 
(28) GO oi = Oo aC eae i x 
J,(0) J,(0) 
D’ailleurs on a 
_1nw ) 10 it = 2 1 : 
SOW apn 9G a ZS DU D = 9 4e 2 a 
On peut donc écrire 
1 co 
—=-7'0' sth 
(29) e 2° be ap ) 
J, (0) 


Changeant ensuite, dans (19), wen (w! + w), par conséquent ¢ 
en ¢-+ $7, puis divisant membre 4 membre avec (28), ona 


inu? nw’ te gy We C 
pao oo EROS wis ) See) 
ow! l To(0) Jo(0)’ 
nM’, = 
< Ay ul ers 
puis, enremplacant, danse “° ,l’exposantpar— — (x'o on oR ) , 
Ww 
THU 
par conséquent l’exponentielle par e~"/“e  ?® = e~Wte-inv, 
Nos) , 1 4 uu? (om 
—s(—o(u+ : en Jo(¢ 
(30) e 2 a Selle) Cua), eye tee ) 
w Jo(0) 


En faisant wu = w, par conséquent » =4, on a 


1 a i 
é —=)1O—7'oW TW pe ry 
(31) e 2 1 i) = Pal ‘ 


Poe 


re 
2 


tv 
Law nw Lalo! = ; 22257 . 
nous en déduisons 
A up it 1 
= Mgvase imS (4 
(32) e 2 ow’ =2wWe 4 o() 
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La série 3;. Expression de o,u. 


Kn dernier lieu, l’on désigne par 33(¢) la fonction 3, (v + 4); 


ainsi 


J3(¢) =1-+ 2g cos2eTm + 2g cOs4uT +...+ 2g" cos2anmvT—+..., 


— ere, J3(¢) = rgn 22”, 


Changeons, dans (30), uw en (u-+), partant ¢ en (¢ + 4), et 
divisons membre a membre avec (31); nous aurons 


Iq 
(34) e 2 


Hie 


1 
oo 1 uf ae 
o (u =a) ) enn" u ee 2 W o> es 


ow" eee ONO) 


Résumé des relations entre les 3 et les ¢. 


On remarquera qu'il est aisé de se rappeler la maniére dont 
sont distribués les indices dans les quatre fonctions S. Chacune 
de ces fonctions correspond a une fonction ¢@, et les indices pour 
les S dépassent chaque fois d’une unité Vindice correspondant 
de o; les prenant d’ailleurs aux multiples de 4 prés, on remplace 
Vindice 4 par l’indice zéro. 

Les quatre formules étant rapprochées, nous avons 


'f 1 row 
= J1(?) u 
GQ ae fae hee 9 = — 
1), 20 
1 Qe S 
ape 2( 
C2 OKs e of 
42 
(35) \ 172 
ate Jo(v) 
@ & © Caves Sa 
J (0) 
1 qr? 
= 2 ie 23(¢9) 
6é 2 ® gou= 2 
J3(0) 


Il n’y a d’ailleurs d’essentiel a retenir que S, et So, les deux 
autres s’en déduisant par le changement de ¢ en (¢ + +). 
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Observations sur les séries S. Diverses notations usitées. 


Les fonctions employées jusqu’ici pu, Cu, ¢u dépendaient de 
trois quantités, uw et les invariants, mais étaient homogénes; les 
fonctions antérieures snu, cnu, dnuw dépendaient de deux quan- 
utés, l’argument et le module. Les séries J, elles aussi, dépendent 
de deux quantités. En premier lieu, on y voit figurer un argument 
y, ou une variable z, suivant la forme trigonométrique ou en série 
de puissances qu’on emploie; en second lieu, une quantité qg, a 
laquelle se trouve Jiée une autre quantité 7: il est plus ou moins 
commode, suivant les cas, de mettre en évidence t ou g. Dans les 
séries, c’est g qui apparait, mais dans la théorie de la transforma- 
tion, ce sera toujours 7, rapport de deux périodes. 

On emploie la simple notation 3,9 ou S,(¢), avec ou sans pa- 
renthéses, quand on n’a pas besoin de mettre en évidence la se- 
conde quantité g ou t. Dans le cas opposé, nous ferons usage de 
la notation S,(¢, 7) ou Se(v|s). 

Voici un résumé de ces notations : 


Zs= etme, qd = elt; 
se : 
Ja? = dal’, 9g) = sal] Tt), i OO OR 


1 (2n+1) 


eaqhte T 2 
: sin(2m—1)Tyv = z ea(—1)"g* 


= Liam 2 
J10 = 22 (—1)"+1q* BIn+h, 


(36) 4 (2m—1)2 + (2n+1) 


Be 2g cos(2m—1)nme = =ng B2N+1 
339 =1-+23mg™ cos2mny = 3ng™ 22, 
Sov = 1+ 22m(—1)"q™ cosamny = Un(—1)" gr 22"; 
LOS gy De Die ios) SCA 1 OGh 2S Soe ais ay ameong 
La premiere S,¢ est une fonction impaire, comme cu; les autres 
i 1 5) ’ 

sont paires, comme les autres ou. Les développements mettent en 
évidence la propriété suivante, qui appartient en commun a ces 


quatre fonctions et a toutes leurs dérivées (par rapport a ¢), 


D 


025 0s Oe. 
= 2 ee eee ae, 
(37) Oe2 An o(logg) Ain ae 


Cette propriété, que nous déduirons directement, au Cha- 
pitre IX, de la fonction ¢, y fournira un nouveau moyen de trou- 
ver les séries 3. 
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Les notations adoptées ici sont conformes a celles qui sont em- 
ployées par M. Weierstrass ('). Jacobi, dans ses Lecons (2), a fait 


usage de notations peu différentes : S,(a, g) au lieu de ce que 
hee x A &, Hs ’ indi ? ; 
nous designerions 1Cl par Jy =o gq); en outre, indice zéro est 


supprimé, J, étant écrit simplement J. Dans la Théorie des fonc- 
tions elliptiques de MM. Briot et Bouquet, est employée la nota- 


\ 


tion 4,(z), qui équivaut a ce que nous désignerions par Sy (aa) 


en outre, comme dans les Lecons de Jacobi, l’indice zéro est sup- 
primé. Dans les Yundamenta nova theorie functionum ellip- 
ticarum, Jacobi avait adopté d’abord d'autres notations, et 
O(2K 2), H(2Ka@) y représentent ce que nous dénoterions par 
Sox, 3,2. On y a joint ensuite les notations 0,(2K z), H,(2K 2) 
équivalentes 4 33. et S, x. Ces désignations, mises en faveur par le 
succés des Fundamenta, se trouvent dans nombre de Mémoires et 
d’Ouvrages, notamment dans la plupart des travaux de M. Her- 
mite. 

Quand il y a lieu de prendre les dérivées des séries 3, c’est le 
plus souvent par rapport a l’argument ¢, et nous dénoterons ordi- 
nairement ces dérivées par des accents: 3’, S’p, ete. 


Addition des demi-périodes et des périodes dans les 5. 


D’aprés la liaison u = 2w¢ entre les arguments u deg, ety de S, 
d’aprés aussila définition de 7, rapport de w/a, on voit que, pour 
les 3, les périodes sont 1 et t, au lieu de 2 et 20’. Les formules 
d’addition des demi-périodes et des périodes résultent immédia- 
tement de l’analyse qui précéde; elles sont contenues dans les 
égalités (2), (22), (27) et la définition de S,¢. Nous avons besoin 
seulement de les résumer. On les retrouve d’ailleurs facilement 
comme conséquences des égalités (35), en employant la définition 
de 6gu: 


o(u + w,) 
ENR eS 


Natt, g¢=1. 9, 3 
C Wy ’ yA) 


Cul = 


(!) Formeln und Lehrsdtze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 
M. Weierstrass emploie seulement la lettre h, au licu de g, que nous avons cru 
devoir conserver d’apres Jacobi. 

(?) C.-G.-J. Jacobi’s gesammelte Werke (t. I, p. 497). 
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et la propriété générale, ot 6 est une demi-période, 


(38 A) 


C(U+ 20) =— FU.ErhUr@), 


Les voici, ordonnées en trois groupes : 


/ 


| 
| 


Sig (v Ct 


31 (¢ ae 


Sig(@ ae 


Sh (9 a= 


Solv le 


Sie t 


\ oe os S 
3)= Fy, So(v+ip= Foe, 
= Sieh Sie += 1) =— Ire, 
h)=— yp, IO s= 10) = 2 So 
Sete eerie IOs Wyss SEs 
ae : 
at) =tg *e-im3,9, So(ep4c) =— g-te-2te 30, 
ae ; : 
5%) tg Pe eS Ge, J1(6 +7) =— q-te-2!™ 30, 
L 
7?) = 7) he ime S39, ‘Sis (e zie 7) = gq-1e-2ine ice 
‘i 
Ae) = g be—invd, o: 33 (0 t) = g—-! ear Sg; 
A A \ es =F —iteS. 0 S \ e\ ee —1 ep—2invS 
s+ it)= g *e Soe Jy(e + I+7)=—g-te-2nv Sy o, 
1 
P+éct) = q te—'t339, Ji(P+I+t)= gr-te-%*wS, 9, 
a 
1442) =— ig *e-ineS,9, J2(¢ +1-+7) =— g-1e72!m Sy 9, 
1 
1 _—> “ o > oy on 
Leet) = ig *e-teS, 9; J3(e+1+7)=- g-le-2imS, op; 
saad : Sy Ie, 
qd == 


Nous recommandons vivement au lecteur de ne faire aucun ef- 


fort pour fixer ces formules dans sa mémoire. 


Série 5S avec argument zéro. 


Dans les égalités ot ne figure pas l’'argument, mais seulement 


les invariants ou les quantités qui en tiennent lieu, interviennent 


les S ou leurs dérivées avec ’argument » = 0, et nous allons, dans 


un instant, envisager de telles égalités. Nous écrirons simplement 


ley r 
alors J,, en sous-entendant argument zéro. Pour cet argument, 


3, et ses dérivées d’ordre pair sont nulles, les dérivées d’ordre 


impair des autres S, sont nulles. Ces quantités dépendent d’une 


seule variable g, et s’expriment toutes, conformément a la relation 
(37), par les dérivées prises par rapport A log q. 
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Voici leurs expressions, déduites des égalités (36) : 


2) =O), USI Diy sogetwen 


| 3am Wa yei(am — ge 
| 2a 


= ang*(1 — 3qg?-+ 5¢g'—7q!2-+...), 


(272 — 1)? 


1 
- (2772+ 1)? 
37 =— 273 : (—1)"+1(2m —1)3 4 i 


nv 


i 
= anig?(1— 3397-4 53q° ae ree); 


S12 


ses n+1) — (—4 4m )2 = 


ais a 


‘am —1)2 BE 5 s 
=D i = 29'(1+ g?7+ g6+q'%+...), 


ve 


(39) \ Ss" 


* (2m—1)2 
= — re . @m—1)*9* 
77u 


1 
OG (No 392 to Gta Gn), 


J; ==1-+2 eS Fagtagt+2g2+..., 


J, =— 27? : (2m)? gq” =— 87? (q+ jigt+gqge+ 


nL 


w 


j=! +2 YR 1)@qr" =1T— 2g +2qg*—2q9+..., 
7 

y=—ant Y(— DORE eae STA Pago g 
2 


Asx 
oe logg )" 


Les quatre fonctions Shy reenter e qui dépendent de la seule 
variable g, sont naturellement liées par trois relauons qu’on doit 
sup poser transcendantes. Mais, comme on ya le voir dans un in- 
stant, deux de ces relations sont alee bauites et fort simples. Ecri- 
vons-les immédiatement pour qu'on les trouve ici réunies avec les 


formules (39). Les voici: 


P >, [on 
\ Oe eee 
/ 
ie) er oy tay (s 
(4 ) l 4, HT 404243: 
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Ce sont deux identités extrémement remarquables, qui vont 
étre démontrées, et sur lesquelles nous aurons a revenir dans les 


applications ala théorie des nombres. Elles sont, toutes deux, 
dues a Jacobi. 


il 
: : ene oe NY 
Expression des trois quantités ¢ 2 ow par les 3. 
Premiére identité. 


Réunissons les trois relations, trouvées précédemment, (21), (29) 


2 
et (32), 
— 51 Ss 
2 CO) = 210) => 
71 
a 
== rie) 0 
(41) e 3 Fw =2Wle>> = Op 
ay 
Laney” iTS 
= Le. 
e 2 ow" =awe* or 
1 


Rappelons-nous maintenant l’égalité (VI, 47), suivant laquelle 


la somme des puissances quatriémes des trois premiers membres 
est nulle. Nous en déduirons 


(41 @) is eee e=sSIe 


A, = Oe 


ce qui est la preuve de la premiere identité (40). 


Premiére expression de ¢, ¢2, €; par les 3. Seconde identité ('). 


Nous avons successivement 


ad? 
du? 


p(u+ Wy) =— ae 


du? 


da? 


du? 


De = log cu, 


log o(U + Wa) 


d? 


LOCH ena) 
gene Sy ; 
8( | du? 


’ \ ima . . > 
D’aprés les formules (35), en remplagant Vindice 4 par zéro, on 
peut écrire d’un seul coup trois formules ainsi 


log oyu. 


2 


Dee) eee Aw + log Sees CES liy Do 
(2)? ti Oe ‘ rea 


(*) Voir dans les OFuvres de Jacobi, t.1, p. 515, une démonstration de cette 


identité, extrémement intéressante, et tout a fait dissemblable de celle qu’on 
trouyvera ici. 
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Faisons w = 0, remplacons jw par l’expression déja trouvée (20) 
T Su 
440 =— 5 =? 
0) Por) 


dad loo Sew S'p\2 
= lor sv¢= = | SS 5) 
dy2 > Se Se 


el que, pour u= 0, » = 0, J’, avec les indices 2, 3, 0, est nul; nous 
obtiendrons de la sorte 


I S. ji SH 

etna! . c c 
(42) €g=— - - oO =O Gh. fase DY 88 Sye= Sis 
4+ ) ed (20)? Sues 3 5 ’ PS ( 4 o) 


llogS Ss 
7» 108 4o4t F441 
teat a ie =e ? 
dlogq Sire 

ea l0g SiH 
Oo. nies = oe 

dlogg 2h 


n\? dlogS3ui3' 
(42a) 3ex= (=) Eee? 


Mais la somme des trois quantités e, est nulle; nous avons 
donc Videntité 


d (2 3 3 I-38 
g (9353535) ~)=o0 
ro) PELL eee | 
dlogg 
ee) 
Par conséquent, Seas est une constante indépendante de gq. 


citi 
Reportons-nous aux formules (39) en y supposant g = 0; nous 


! 


yoyons que =a pour limite 7, 3; et Sy devenant égales a lunité. 
2 


La constante est done inverse de =, et nous obtenons la seconde 
identité (40) 
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Seconde expression de ¢, e2,¢;. Expression du discriminant. 


1 
Les trois quantités es dw, qui figurent aux premiers membres 
des relations (41), sont celles qu’au Chapitre VI (48) on a déno- 
tées par U, U’, U". D’aprés Pidentité (43), on peut les écrire aussi 
sous la forme 


Diy Ti 20 TF 20 e% 
tee ee ee p= 0). 
(44) TT Sho wT SS. Tv Sen ( ) 
Les racines carrées telles que V/e1— eo s’expriment trés simple- 


ment en fonction des trois quantités U, suivant des formules 
(VI, 48 a) qui nous donnent maintenant 


TT 
J =e U’ T on 
€y— €2 = €@ UU’ alreR 40 
uw T 
—-— U a3 gS , 
VY €2— €3 = € 4 TU sur! (C= 0) 
Tt U" 


Ae Ns 
UU’ Day a |) 


En premier lieu, élevant au carré les deux membres dans cha- 
cune de ces relations, nous avons immédiatement @,, 2, €3, dont 
la somme est nulle, 


| (ie pe 2 Vv alse 
— 5 == €g— €3 = 
Ve; 2 \ SR Vee 3 a She 
(46) \ ie 
4 a TT 6 
g, — — J 0) 
| Ve, 3 \/ ees ( ) 


D rots dleriiores caalitce a: 4 , 
ans ces trois derniéres égalités, \/ 5m @ partout la méme dé- 


termination; c’est, par exemple, la racine positive si w est la demi- 
période réelle. 5i nous prenons les produits, deux a deux, des trois 
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premiers membres, que nous les comparions aux formules (44) et 
a celles du Chapitre VI (VI, 44, 45, 46), nous reconnaissons im- 


médiatement qu’ici et au Chapitre VI les quantités \/e, — eg et les 
deux analogues sont déterminées de la méme maniére. 

Nous avons adopté (Chap. I et HI) pour le discriminant A, 
quant au facteur numérique ('), expression 


A = 16( €; — 2)? (2 — €3)? (1 — e2)?. 


D’aprés les relations (46), nous en déduisons cette expression deA 


e ae a os oso 
va=vai/() Jo F293; 


2W 


ce qui se transforme par Videntité (43) en la relation 


Wie Te 
N= = = & v0 
(47) 20 W Ji» ( ) 
ou, sous une autre forme, 
(47 @) Nese a Va 


Co" Crt 12 
Zh I C1085 Ts dlogAw : 


I 
eo) eae Sp Be dlogg 24 dlogq 


C’est une relation que nous retrouverons, par une yoie toute 


différente, au Chapitre IX. 


Expression des 3 par les o. 


Les formules (35), jointes a celle (20) qui exprime jw, doivent 
étre envisagées comme fournissant les fonctions ¢ par le moyen 
des fonctions S. Nous pouvons maintenant donner les formules 
inverses: il suffit, a cet effet, dans (35), de remplacer les constantes 
J, 22, 23, Jo, d argument ¢ = 0, par les constantes équivalentes, 


(*) M. Weierstrass emploie, pour désigner le discriminant, la lettre G et cette 


, . 1 
leltre représente, non pas A, mais 7, 4. 
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suivant (47) et (46). Nous avons, de la sorte, 


i u 
v= —») 
2.0) 
nN 1 que 
1) 3 — SS 
Siv=() —vaoue 7.2), 
™ 
—— 1qQie 
2W | = 
(49) S.0 = (7 — Veo— 6,010.6) 22, 
T 
a qu 
2W | — 57 
Sy = /20 Vei— e3Fou.e 2, 
T 
Bos cans 
2W 4 = 
\ 3° = V€1— €203u e272 


Changement des périodes : équivalence. 


Nous avons reconnu, au second paragraphe de ce Chapitre, la 
possibilité de choisir a volonté, pour composer la quantité q, deux 
demi-périodes quelconques , w', pourvu que la valeur absolue de 


in BO, 8 a ee oe, : : 
ge ® soitinférieura lunité. En outre, dés le début de ce Cha- 
pitre, nous avons admis que ces demi-périodes satisfassent a la 
relation 
; : UT 
TW aC} Op = 
2 
Il est clair que tout couple (w, w’) satisfaisant a cette double con- 
dition laisse 4 notre analyse toute son exactitude et exigera seule- 
ment quelque interversion dans l’ordre des indices pour @&, és, €3. 
Nous avons 4 examiner quels sont ces couples (w, w’). Soient 


deux demi-périodes composant un tel couple. Nous avons, en 
méme temps, 

i= an + by, 

AF=aqn+0'7, 
et par conséquent 


Pe ee tT 
70' — 7/6 = (ab! — ba')(qw'— 4'w) = (ab'— ba’) —. 
2 


La seconde condition est done satisfaite siles entiers a, a’, b, b! 
vérifient la relation 


(50) ab' — ba’ =1. 
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De plus, cette derniére relation exige que aet b’, ou b et a’ soient 
a la fois impairs, et 6, 6! seront effectivement des demi-périodes. 

A Pégard de la premiére condition, supposons w et w! des quan- 
tités imaginaires quelconques, et soient 


w) = Q+7Q), w= Q'+ 7Q'. 
ll en résulte 
A ' ' AJ / 
5) COXO YE Se SKOH KO) 4(QQ' + Q, 2 ; 
(51) — = — : ( ee 
tw Q? + Q? ee 


La valeur absolue (module) de q est e~**, moindre que l’unité 
sia est une quantité positive. Ainsi la premicre condition se tra- 


7 ; 7 o) Pie Foe 
duit en ces termes : la partie réelle de =, dowt étre positive. Sup- 


posons qu’il en soit ainsi, ce qui avait lieu effectivement pour les 
choix faits précédemment. 
Prenons maintenant @ et /. En supposant encore 
620470), 9 o = 0-10" 
nous aurons 
= aQ + ba’, o' = a'Q + 0'0’, 


D’aprés (51), ces deux derniers déterminants ne different Pun 
4 P w! 6! 
et autre des parties réelles de = et de que par des facteurs 
LW tw 
positifs Q?-+ OF et Q?-+ OF. Le premier étant positif, le second 
Vest aussi. Donc la condition (50) est la seule a laquelle on soit as- 


sujetti pour le choix de @ et 6’. Sous le bénéfice de cette condi- 
tion (50), le couple &, o’ est dit éguivalent au couple w, wo’. 


Echange des indices de ¢, és, ¢3. 

Prenant maintenant © et 6! de cette maniére, comment devons- 
nous modifier les indices de é,, 2, e3? A cette question la ré- 
ponse est immédiate; nous devons mettre partout 

po, po, pe+e), 


au lieu de 
€1, 3) €2- 
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En posant 
p=, pO@+O)=e%, pW =e, 
nous aurons en tout six cas distincts, résumés dans le Tableau sui- 
vant. Le nombre 1 indique que le coefficient a ou a’, etc., au-des- 
sous duquel il est placé, est impair; le nombre o indique, au con- 
traire, que ce coefficient est pair. Les colonnes /, m, n donnent 
une indication qui sera bientét expliquée. 


a. b Cie i. U. ve Uz mM. Ne 

Toe aie. I 0) (o) I I 2 3 I 2 3 
Tienes I oO 1 [ I 3 2 I 3 2 

(52) lc ee I 1 ) I 2 1 3) 2 I 3 
UNVit ace I I I to) 2 3 I 3 I 2 

Woretexa areca O I I ) 3 2, I 3 2 I 

NENA Wee, Gece (a) I I I I 2 D I 


Ces six cas correspondent aux six permutations des trois in- 
dices 1, 2, 3. 

Les six permutations peuvent étre obtenues par la combinaison 
de deux opérations simples; de méme aussi les substitutions, en 


nombre infini & e 
ab 


. I Oo fe) i 
exemple des deux suivantes ( ) el (ss a appartenant aux 


) ('), dérivent toutes de deux d’entre elles, par 


cas II et V. C’est, au reste, un sujet sur lequel nous reviendrons 
avec soin dans la théorie de la transformation. 


Changement des périodes dans les fonctions 5. 


Ce changement des périodes w, w! en d’autres équivalentes 6, 6! 
entraine une propriété trés importante pour les fonctions S. 
Mettons en évidence les périodes en écrivant, au lieu de S(¢), 


S(v|z). Ayant a la fois posé 


c w 2 itt ITT 
= i =e = 1 
fay 1 ay f/ ’ 71 e€ ? 
(53) 
u u 
- = —»5 y= a) 
2W 2W 


et observant que A n’est pas changé par l’échange des indices, mais 


(*) Cette notation abrégée rappelle Yopération qui consiste 4 remplacer deux 
quantités w, w’ respectivement par aw + bw! et a’w+b'u’. 
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ke Se eat dA ” \ 
que la racine huitiéme peut létre, nous aurons d’aprés (49), en 
désignant par ¢ une racine huitiéme de lunité, 


J a I A 
(54) —= VA Cus —= e%¥?S,(9|c) =e — e243, (9, [74). 
255 Ww Vo 


On aura, de méme, une double expression pour les autres ¢: 


/ 29 ,——— it . Se 
| ie Vente 1 U = —= eM? S(v|t) = gy Fg Sees (e114), 
T w o 
y 2k ae aes ~ I 2wWr2 = | I 
(55) <« — Vei— €2 Ogu = —= EMO" 9, (v|7) = €3 —= 27015, 4 (7 (t), 
Vers Vo Vo 
2 yj I s 
Pea ep Cs So w= —— e2nwr J3(¢|t ) = eg ee C2734 Sys (04104). 
\ yx Vo Vo 


Les indices /+1,m-+1, n+-1, donnés par le Tableau (52), 
doivent étre pris aux multiples prés de 4 et réduits a 0, 2, 3. Les 
lettres ¢,,¢2, ¢3 désignent, comme, des racines huitiémes del’unité, 
dont la détermination précise exigerait une étude qui serait inutile 
ici. On les fixe trés aisément dans chaque cas particulier. II suffit 
(ailleurs, au point de vue de la théorie, de les fixer pour les deux 
substitutions particuliéres dont nous avons parlé tout a l'heure, 
et dont toutes les autres dérivent. C’est ce que nous allons faire. 

La premiére substitution consiste a remplacer et w! par w et 
w + ww’. On a donc 


a= (op (— m=—7- 
; < dével Si) i 
Qu’on se remette sous les yeux les développements J, savoir 


(2n—1)? 


t= 2e(—i1)etg- * sin(o27—1) Te; 


(an—1) q = eit, 
32(7 |=) =22g \*) cos(2n—1) eR; 


33(9|t) = 1+ 22q” cos2neT, 


So(v|t) = 1+ 22(—1)"q™ cosaner, 


et ’onreconnait immédiatement l’exactitude des résultats suivants, 
relatifs a ce cas: 


3,(e|t) =e Sy plese 
(56) S.(v|s) =e Hay 
S,(elt)=  Sa(o|z-F1), 


aoc e (t= J3(elt-+:). 
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La seconde substitution consiste 4 remplacer w par w! et w’ par 
—w; c’est celle dont nous avons déja parlé maintes fois, et qui 
provient du changement de g3 en — g3. On a, en ce cas, 


P _in 
) 9, ==) USO, me FG Gey Sat en CS 


s 2 

2 IT v2 wo J 
27/w' ep? — awe? = = »?(7/w — qu’) = — ? = = \ ee 
<5 KG Ww T 


En déterminant, comme nous allons l’expliquer, les multiplica- 
teurs ¢, on obtient les formules suivantes : 


— 
Or 

Sy 

a 


7 ine 
Jo (ev e) = rae v 2 
v 


Pour vérifier Pexactitude du coefficient, envisageons la formule 
’ co) 
qui relie les deux fonctions S3, et observons d’abord que ces deux 
fonctions deviennent identiques pour » —o, si l’on suppose la 
’ PI 
valeur particuliere <==. Remarquons que la supposition indis- 


: Sete ww! A 
pensable sur le signe de la partie réelle de — entraine pour 7 la 


condition que sa partie imaginaire soit positive ; on peut donc bien 
supposer le cas t= 7, et on ne pourrait pas supposer t =— 1. 


. . Pee L . 
On voit donc bien que le coefficient est Vie dont il faut seule- 
/ L 

ment préciser le signe. 

Puisque la parle imaginaire de est positive, la parue réelle de 
- lest aussi. Comme cette partie réelle ne peut jamais passer 
Ll 
par zéro, sans que la convergence des séries cesse, car alors 
la valeur absolue de gq passerait par l’unité, il en sera tout 


Es a < A 
autant pour /* dont, par conséquent, la partie réelle conserve 
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toujours un méme signe. Or, pour += 7, les deux membres (si 


. . L . A . , nN 
i= 0) sont identiques et (/: doit étre pris égal 4 +1. Donc 


t 


| 


la détermi- 


dans la troisiéme formule on doit prendre pour (/* 
nation dans laquelle la partie réelle est positive. Il en est de 
méme dans les autres formules, qui se déduisent de celle-la par 
le moyen des formules (38 A, B, C). 

Au point de vue théorique, ces derniéres relations ont une im- 
portance trés grande pour la transformation. Ici, au point de vue 
du développement des fonctions elliptiques en séries, l’importance 
n’est pas moindre, a cause de la facilité qu’elles nous fournissent 
pour choisir les séries réelles les plus convergentes. C’est ce qu’on 
va comprendre immédiatement par le résumé que. nous allons 
faire. 


Résumé des formules pour le calcul des fonctions ¢. 


I. Discriminant positir. — Nous désignerons par , la demi- 
période réelle, par ws; la demi-période purement imaginaire. Voici 
la premiére représentation réelle des constantes ellipuques par les 
deux quantités réedles et positives w, et q, puis celle des fonctions 
_ par ces quantités et un argument. La quantité qg est moindre que 


D) Sef. 
Vunité. 
| if I 
| 7 = —log nat (—}, W3 = WT, 
| T qd 
™2 J 3°97 — Ong GP NON oe 
4104 = BO Rea 12 ¢ 
La SP fla cen ORD fi eG LLG Pal i as 
Ut 
UL EO OOS ae 
2 OE 4) ’ 2 64 12 
(58 A) (/ 22 ee = VG Oe en? fia qd betevene )is 


204°. ; 
(/ 22 Vere =1 +9 - agtt+ag*+..., 
Tv 


/ 


OY i —<$—— ; ; Ase 
— Ve,—@2 =1 — 29 + 2g'—2q°-+..., 


a 


| / (2) VA =VqUi—3q2+ 5q5—7q"?+...)- 


Toutes ces racines sont réelles et positives. 
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u = 20, v, 


MVR ou = em Si (9, g); 


a 


BO) y=———— " oa 
zack — Ve 63 04 U = e211" Jo(v, J), 
2.04 4j7——- = CS 
(/ Ve1— e3 Cait Oe 3(%, J); 
OG 
204 4—— ae he 
Ve Ve €, — Cy O3U = E211? By(v, 7). 
\ 


(59 A) 


T 


Il est bon de se remettre ici sous les yeux les expressions expli- 
cites des fonctions S: 


rev 


J1 (9, q)=2Vq(sinon — 9? sin3en + gq’ sind5on — q!2 sin7¢7...), 


wW 


(0,9) = 2Vq (cosen + g?2 cos3 om + 4° cos5vn + g!? cos7VT...); 


? 


35(6, q) =1+ 2g cos29n + 2g" cos4or + 2qg% cos6oTr+2q'8 cos8eur .., 


Sy(v )=I— 24 cos2vT +2g* COS4VT 
ol 7 = mG | Tent qd GV 


T+ 2g'%cos8eT.... 

L’emploi de ces formules est & recommander dans le cas ot g'3 est 
cy, : Ws ial . 

posiuf. Ona vu (Chapitre IT) qu’alors = est supérieur a w,. En ce 


cas, + est supérieur a l’unité, et g moindre que e-*= 0,04321.... 


~.| J 


La convergence des développements est alors extrémement rapide. 

Voici maintenant le second mode, a recommander pour le cas 
ot. g; est négatif. Les développements ont leu suivant les puis- 
sances a exposants croissants de q, 


qg=e *, 


qui, en ce cas, est, a son tour, réel, positif, moindre que e~ 


| a03= 


ORO Uy Os os 


2W3 4/—— 4j— : 
(/ 22 Ver—e = 2Vqi(I+ gi +f +gt?+...); 


2W3 4 


(58 B) Vey— €3 =1-+ 2g, +2g¢ +293 + +... 


UT 


203 ¥ rg : P 9 
ia 69 — Cg TD Da a ae wrens 5 


TNO y a — 
VW (2) VA =V9i(1—39}+5gi—79}2+...). 
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Ici encore, toutes les racines sont réelles et positives. En posant 
ensuite 
U = 203014, 
on aura les formules 


Ww ms ‘ 
VA TU = 1e202037 J, (1, 91); 


2W3 Gh ge “5 2 
Ve €g— €3 14 U = C7%33"7 Sy (01, G1); 
Tv 


DOES —<$<—$$—$ . 
\/ €4— €3 TU = C2937 33 (4, G1), 


ut 


(59 B) 


‘i : e& 
Sra ee €9 63 = E3031 Jo(%4, Gi). 


\ 


On remarquera que, u étant réel, 9, est purement imaginaire; les 
seconds membres perdent alors l’aspect trigonométrique; les sinus 
et cosinus se remplacent par des exponentielles réelles. Ils re- 
prennent, au contraire, la forme trigonométrique quand wu est pu- 
rement imaginaire. Pour les formules (A), les faits se passent dans 
Pordre inverse. Dans les applications ow, sans avoir égard a la ra- 
pidité de la convergence, on veut mettre en éyidence une période, 
on prendra l’un ou l’autre mode de développement suivant que w 
sera réel ou purement imaginaire. 

Il. Discriminant nicatir. — Nous désignons, comme aupara- 
vant, par 2 la demi-période réelle, par w, la demi-période pure- 
ment imaginaire. On se rappellera que nous avons posé 

w= 1(wW2— 0), W3 = £(W2+ W5 ). 

Il ne convient pas, dans les applications, de prendre pour 7 le 
rapport ws; } ,; car g ne serait ni réel, ni purement imaginaire. 

Nous prendrons deux modes de représentation; dans le pre- 
mier, on aura 


W) = H2= 0, + Ws, w! = 1(w2+ w,) = 3. 


Il appartient, comme on voit, au cas HI du Tableau (52) 


[2D i—T, B= ie 
On aura alors 
Ww i I W 
(WS SS Soe a SS 
Ww 2; 2 2 
En faisant 
/ 
ea qq =erv 
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on voit que la quantité g correspondante sera 


(11% 
BEE ats Dae 
Q=e vat”, 
et g' est réelle et positive, inférieure 4 l’unité. Quand gs est positif, 
q' est moindre que e~* (Chap. III). 
On se rappellera que é. est réel, e, et é3 imaginaires conjuguées, 
el que @, a sa partie imaginaire positive. Voict, d’aprés nos for- 
mules générales, la représentation des constantes et des fonctions, 


au moyen des données ws, qg’, quantités réclles et positives, la se- 
conde inférieure a Vunité. 


} 


r 


v I ; ; 
t'= — log nat ( — }> On = Oot, 
T q 


i 
4 = $(w2— 4), 03 = 4(2.+ 05), 
A er m2 t+ 33g’ — 53qg%— 73q'6... 
(58C) g.=iv”', N22 = Z. — id : 
2 1+ 3q'—5q%—7q*... 
; “2h = Pe Eup ‘ A By fees fon 
PD Uy = (ian ni =F(M2— 12); na= (net Na), 


| (/ 22 ex ani =2 VF g—q?+q 5+...) 


Dans cette derniére formule les deux membres sont réels et posi- 
tifs. Pour les deux autres analogues, nous ferons les deux combi- 
naisons réelles suivantes : 


Ly/ — (Ven e+ Ver— ei) = Tt Ge \ 2q° 1 29/324 ea 
(58C) J 22Wa=e Yama) =2 fq" (1+ q+ g'2-+ g'th+...), 
m 4 ax Fey 9 ' t 2 r 
\ /(2) V—A8=Vq'(1+3q'—5q!—7q'+...). 


l LAR ens 
U = 2.090, Oh = 2% vq‘ 
it 
O28 9 Fhe me 
LT 
203 4/-————— re 
(59 GC) Wee V(€3— €1) Fy U = EMM? C 8 52(%, Ja); 
2 


Ws 4 /———— 
ey ce anes 
—— Vea— ep O1U = EMMs* 33(0, Go), 


2W2 4 
pened. mo — p2hsw2"2 
(/ aN Ae Te as O'g Ut = EM? Jy (V, Ge). 
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Pour ces fonctions S, la quantité analogue az est t,= sa+7'). 
Dans le second mode de représentation, on prendra 


W = W', = W3— 4, w= — 0, = 1(w', — we). 
Il appartient, comme on voit, au cas IV du Tableau; l’ordre est 
gaan le i= oF 


Wis oe ee NS Pre 
eee Pet gs 


De ' ™2 I+ 339" — 53q"3— 73q"6 
a2 Sg 4 3.g — bg"? -=79g" eek. 


2.0'y 4 ;—————. = 

— W(es— &)t=2 Vg" i— g’— q+ q"+...), 

: T 205 74 4 ; 

(58 D) £4 /223( €1— €2 + Veg— eg) = 1 + 2g" -+ 2g" 4 2g"2+..., 


I 20)'5 /4 ee 
i y/ —"(i/ ei —€, — Ves— 2) = 2g’ G+ 92 4-g'th +. .), 


ut 
+; 
2W, ee . 
| \/ (22) Woh dees = 09 ag oe). 
\ 
| , Ee eee 
| [== FWe 0’, qi=etVq’, 
ms ee 
2 v2 — — 
— /—Acu=ie ai (45 a) 
iT 
NEE tw 
29,0. ~ hes i Ges 
(59 D) = e 8 N10 Fa), 
ere Pci 
2W 5 &;—— 27,00 & 
Vel ey Ohh CS Sa Cage), 
UT 3 
2W» 4 20,057"? o& 
= VO, = Ci Can Bie. Giea)s 
it : 


Au sujet de la réalité de wu, », 9, les observations sont ici les 
mémes que pour le cas du discriminant positif. Les radicaux sont 
choisis comme il suit: 1° Vr et V(e3 — é,)t, qui sont réels, sont 
pris positivement; 2° posant e, — e;—= pe, Cg — e,= pe, on 
choisit 4 entre zéro et x, conformément a la convention que @, ait 
sa partie imaginaire positive, et l’on prend 
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dans les formules (C_); tandis que l’on doit prendre 


var an 
h u Ip —- —i 
Ve3— €2 =V/pe cane Vei— e2 = Vpe aa 


dans les formules (D). 


Calcul de g. Cas A> o. 


Dans les applications ot l’on doit faire des calculs numériques, 
il arrive d’ordinaire que les données sont e,, é2, €3 ou des quanutés 
équivalentes, et, en outre, la valeur numérique de p pour quelques 
arguments; puis ces arguments interviennent ensuite d’une maniére 
quelconque dans les formules. On a donc besoin de calculer: 1° ¢ 
et une période; 2° les arguments uw donnés par la valeur numérique 
de pu. 

Les formules qui précédent fournissent, a cet effet, des moyens 
dont Pusage est és commode. Nous allons raisonner sur le cas 
(A) ot: le discriminant est positif, ainsi que g3; par conséquent 
@2< 0. Les conclusions s’étendront facilement aux trois autres cas. 

Pour le calcul de g, prenons les deux formules 


2.04 4 ! 
(/22 Wii 23 = WS Gp = DOP SS OE AE a oe 


Tw 


2.04 4;-—— 
/ 22 Ces =f 29 4-29'-2q =>... 
i 


et concluons 


Ip f= hy 
(60) Lge dt Ve1— e, — Ver Oe Si ie GG eee 
2 5 Peas ae cna: i--ag*+agita...” 
; Y ; 
(61) Boer RAC page’ ha og) GSS GPA oa) 


On peut de la tirer par voie de récurrence le développement de 
; ; if ‘ 
g suivant les puissances ascendantes de (3) - Il ne contient que les 
2 


exposants multiples de 4, plus 1, et les coefficients sont des nom- 
bres entiers. On peut démontrer que ce développement converge 
quand / est inférieur 4 Punité en valeur absolue; mais nous ne con- 
sidérerons pas la convergence de cette série, que nous envisage- 
rons seulement comme une formule d’approximation. En effet, 
nous sayons déja que g est inférieur 4 e~™= 0,04321..., et la for- 
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mule (61) elle-méme permet d’assigner a (5) une limite voisine. 


Mais, indépendamment de cette formule, nous voyons que 
Von a 
Cie: 
Sars <<a 25 
C1 Co, 
car, a cause de €, + é:-+-e3;= 0, cette inégalité se réduit a la 
supposition @, < 0; par conséquent, on a aussi 
4/5 
le Dk 


Se 


p= == OpOO4e ooo 
WS ei 


Il en résulte que, dans les cas les plus défavorables, c’est-a-dire 
ceux ott / est voisin de cette limite, on aura déja g avec une erreur 


. T . . 
moindre que Fou CM premant, comme approximation de q, la ra- 


cine x de Péquation 


/ 
P= = 
2 


dont le développement, d’aprés la série de Lagrange, est 


i UN& 1\9 
w=-+2 @ + 16 (5) Oe 
2 2 2 


4n(gn —1)(4n —2)...(4n — no 2.) (5) 


+2! - - 
MEAS reece 0 


, 


Le développement de q lui-méme différe de celui de @ a partir 
du troisiéme terme inclusivement. On voit effectivement par la 
formule (61) que le coefficient de ce terme sera diminué d’une 
unité. Les quatre premiers termes sont 


6: oe TNS pape UNS) 5 =) + 
( 2) gg = B +2(5) =D) a = 50(¢ 


Ayant calculé g, on calcule w, par la formule 


(63) [oy em L209 tae 2S ae 
\V oz Vei— e3 + Ve1— eg 


Pour le cas (B), ot gy est négatif, on n’a qu’a changer ici 


W3 
E14, Cx, C3 EN C3; C25 Grin Cl Dy, (ei0) a 
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Calcul de uw, connaissant pu. Cas A>o. 


I] s’agit maintenant de calculer w connaissant pw. Nous suppo- 
serons, comme cela se présente dans les applications, pw réel. Il 
y aura lieu de distinguer quatre cas suivant la place de pu dans 
ies intervalles marqués par les nombres — ©, @3, @2,€;, +o. 

1° pu >e,. — Nousavons, d’aprés les formules (59 A) 


i 


— jo 
| Wi Gs ,u — Ve;— e2 Gaul 

Depa es Ca 2 el — eee 
( 


(64) 


= ae Ee 


gq cos2eT -+ g? cos6or + 
Lo 2G) COS4 Ost 2g COS OU Tel ate ree 


Le premier membre s’exprime immédiatement par les données, 
et sil’on pose 


1 Ver— es ¥ pues — Vei— & Vpu—es 
2 Vei— €3 (pu— ea Vex ey Vpu— es 


on a l’équation s = Q. 


(63) s= 


Il existe des valeurs réelles de w, donc aussi des valeurs réelles 
de v. Les cosinus qui figurent dans Q sont done moindres que 
Punité, en valeur absolue. A cause de la petitesse de g, on a déja 
cos2¢m, avec une erreur relative moindre que ;;4;;, em prenant 


I] sera aisé d’obtenir ensuite autant d’approximation qu’on 
pourra le désirer. Ayant calculé ¢, on aura les valeurs de u 


U =~ 20,9 + 2MwW,+ 2NW3, 


met n étant des entiers arbilraires. 

2° €3 << pu <é,. — Nous traitons maintenant ce cas, comme 
étant plus semblable au précédent. On y emploiera encore la 
formule (64), mais en remplacant uw par uw — 3. Nous avons 


(e1— 3) (€2— es) 
pe—eé3 : 


p(u— w3) = e3-+ 


par conséquent, 


p(u— 03) —e,= 
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a 
wo 


En faisant done 


i, I 
(66) oe VEU N Opa es Ver 6; 
bas i) i D d 
2 Vey pl J Ve; — es Ve, — ey 


on aura, pour déterminer ¢, l’équation s’=Q, d’ot ¢ se tirera 
comme précédemment. En effet, pu étant entre eg et @3, il existe, 
pour (w— ws), des valeurs réelles. On aura ensuite 


U=—H 20,9 +2mMw,+ (2N+1)H3. 


3° pu<e3.— On seservira encore de l’égalité (64), mais onaura 


soin de changer, dans s, \/pu— é, \/pu—es en Veo— pu, 
Ve3;— pu. Ici l’équation s = Q doit donner pour ¢ des valeurs 
purement imaginaires. Les cosinus se changent en des cosinus 
hyperboliques. Si Pon fait ¢ = cv’, on aura a remplacer partout, 


dans Q, 


e2nTe’ 1 en 2nte" 
cos2nvgm par 
2 


. Pe 3 2 ie % : 2 
Parmi les déterminations de > il en est une qui est réelle et, en 


W3 


valeur absolue, moindre que —- Le maximum de cos2np7z est 


t 


cerca I He y : 
ainsi -(— + q” ). La premiére approximation de cos2¢7z, c’est- 
2 Giz 


aS 2 < 
a-dire FE dans les cas les plus défavorables, ot pu se trouve peu 


inférieur a e;, donne ainsi une erreur relative sensiblement égale a 
2q'cos4v7 ou g?, moindre que ;i;. Mais, en ce cas, on peut em- 


W3 


3 ai bir . 5 
ployer s’ au lieu de s, de maniére que —— soit compris entre 


A W3 . J I oS 
zéro el —» et cos4vnm moindre que ae +-q)+ La premiére ap- 
20 e 
proximation donne alors une erreur relative moindre que —+.\. 
Ainsi, dans ce cas pu < é3, il conviendra d’employer lune ou 
, . . uw ’ 
l'autre des équations s=Q ou s’=Q, suivant que =» compté 


aie Ws . 
dans V’intervalle (0, “)) sera dans la premiére ou la seconde 


moitié de cet intervalle. Silon procéde ainsi, la premicre approxi- 
mation donne toujours une erreur relative inférieure a =a: 


4° 2 << pu<e,.— On emploiera encore la formule (64), mais en 
cc 18 
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y remplacant w par (w—,) ou par (wu — 2). Pour la premiére 
subsutution, on a 


(@;— €2)(e;— e3) ee (CBA Tie 
DU ©} : é,— pu 


p(u—w,) =ey+ 


(e,— €))(pu — es) 
€2— p(u—;)= ? 
é:— pu 


( ) (@;— €3)(pu— eo) 
€3— p(u —,)= : 
g J a €;— pu 


On voit par la que s se reproduit changé de signe, et l’équation 
a résoudre par rapport a est s=— Q. 
Pour la seconde substitution, on a 
(é;— €2 )( €2 — 63) 


u— J = @€9— 
p(u— wr») 2 ae ) 


(@.— €3)(€; — pu) 
7 


€3;— p(u— 2) = rea 


et |’on voit que s se change en —»’, L’équation est donc s’ = — Q. 
Parmi les valeurs de (uw — ,), il en est qui sont purementima- 


. ; . fi . u— W “ 
einaires. Considérant celles-la, on peut renfermer ——— dans l’in- 
§ oy ; 


>» Gs Ah a) Be aoe 5 
tervalle (0, 2). Si ames est dans la premiére moitié de cet in- 


tervalle, alors » est purement imaginaire ; comme tout a Vheure, 


2 ere afl! I on — 
on voit que cos4v7 est inférieur as(q sil Ale sion prend | équa- 


; é . FSO 
tion s = — Q. Dans le cas, au contraire, ot SS est dans le se- 
cond intervalle, 11 sera mieux de prendre l’équation s =— Q’; ¢ 
i F ees lisa Nal 1 
seraencore purement imMaginaire, el COS AT inférieur a — (7 + - ): 
2 q 


Dans lun et l'autre cas, erreur relative, dans la premiére approxi- 
Re Rane ey 
mation, est inférieure a>;4,5- 
Dans le cas (B), ot le discriminant est encore positif, mais 25 
8: 
négauf, tout ce que nous venons de dire pour le cas (A) subsiste, 
sauf changement, dans toutes les formules, de e, e2, e3, pu, 9, 
en 5," "2, —€1, — pu eli, avec | échanse.des périodes 
2W, el 23. 
Calcul de g. Cas A<o. 


Pour le discriminant négatif, on procédera d’une maniére ana- 
logue au moyen des formules (C) ou (D). On doit seulement re- 
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marquer que les circonstances peuvent s’y trouver moins fayorables 
au calcul. Les quantités g’, g" ont, comme g et gi, @-™ pour maxi- 
mum; mais ce sont leurs racines carrées qui remplacent ¢g et q,. 
La base des calculs d’approximation est donc ici 


Tw ~ 
C10; 20787997 ay 
et non plus 


CAS On Ohawule oc 


L’autre part, la quantité /’, qui remplace /, a pour expression, dans 
le cas des formules (C), 


(67) pp oe ree te 
u Vex— €3 + Ve2— & 

L’angle 4, compris entre zéro etx, est argument de la quantité 
complexe (e:— e;). Comme lasomme (e,; + e2+ é3) est nulle, la 
partie réelle commune a e, et a e3, est — $e, en sorte que p cosy, 
partie réelle de (e€,—e3), este.. Elle est done positive ou né- 


galive suivant que é, est positif ou négalif, et U est compris entre 
, ™ : T = 
z6r0 eb = dans le premier cas, entre 5 elt, dans le second. C’est 


dans le premier cas qu’on emploie de préférence les formules (C), 


7 


8 
Dans le cas des formules (D), on emploie la quantité 0", 


et Z' a pour maximum tang» c’est-a-dire y2—1 = Onto le: 


4 


/ r 

/ T ve — €3 — Ve3— ee 

(67 a) ee nas —— Gee 
VE én V 23 — eo 4 


7 
; 


5 


déduite de U’ par le changement dee;, é2, €3, em — €3, — €2, — &13 
elle a aussi, quand e, est supposé négauf, pour maximum 
2 —il. 

On voit que, dans l’application des formules (C), (D), les quan- 
tités 4 employer peuvent étre moins petites que pour le cas du 
discriminant positif ; mais elles sont encore assez petites pour assu- 
rer le succés du calcul par l’emploi de la formule (62), dans la- 
quelle Z est remplacé par é’ ou l", et g par Vq/ ou Vq'. 

On peut d’ailleurs, en appliquant les formules (A) et (B) aucas 
du discriminant négatif, retrouver pour le calcul les mémes avan- 
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tages. Mais on opére alors sur des quantités complexes. Crest ce 
que nous allons expliquer. 

Raisonnons sur le cas ott é, est positif. Les trois quantités e,, 
€9, €3 étant représentées sur le plan par trois points de méme nom 
(fig. 5), Vangle ¥ est le demi-angle en eg, dans le triangle isoscéle 


formé par ces trois points. Il est inférieur ou superieur a 6 SuI- 


On 


Fig. 


é3 


, , 


vant que le cété e,e3; est inférieur ou supérieur aux cdtés égaux 


€2€,, €2@3. Le carré de la longueur e,e, ou é,@3, c’est le produit 
des deux quantités conjuguées (@,— e,)(e2— e3). Le carré de la 


longueur e,é3, c'est —(e,— e;)?. On a donc 


ES en méme temps que (€g— €,)(€2— e3) + (€1— €3)? 20. 


ala 


D’ailleurs 


(€2— €1)(€2— €3)-+-(€1 — @3)2? = e7 + EF + CF — (€1 Cn + €1€3 + 9 3) 
1 1 


38 ie 
PE24 7S2= 4823 


a 


5 
done ¥ est inférieur ou supérieur 4 suivant que g» est positif ou 


(or) 


négatif. 
Dans le cas ot nous raisonnons actuellement, e2 > 0, c’est-a-dire 
8&3 > 9, 818» croit a parr de zéro, nous savons déja (Chapitre IIL) 


tf 


W > x . lex . ‘A 
que Be croit a partir de \/3; par suite, nous avons en méme temps 
2 


23 


0, gS e-™3, vs 6 


te Tv a ; 
Stang > =2V/24 3—2—/3=0,13t.. 


Les maxima de V/q' et de d' sont encore supérieurs 4 ceux qu’on 
avait pour g et / dans les cas du discriminant positif; mais ils sont 
sensiblementinférieurs 4 ceux que nous considérions tout a l'heure. 


CHAPITRE VIII. — LES SERIES S. 279 


Si maintenant 2» est négatif, on va voir qu’en prenant les formules 


(A), on aura pour qg et pour J, en valeur absolue, des quantités 
1 ee 


: é T3 ™ 
moindres aussi que e ? et tang —. 
24 


Soit ct! =a le rapport w) : 2, nous avons 


: 5 _ 2 —1 a 

- W3 - 1+ ve . OF-—T io im — 27 

tw = Uae -— = Aa 27 “9 = a?+1 @ Oats 
W4 I— la 2+ I a2 


a 
== 2 ie 
La valeur absolue (module) de g est e a ecm loca uan= 
bd , a , A A AY 2 ) fo , 
tité See décroit constamment quand croft a partir de lunité. 


Or nous savons que, dans ce cas g3 > 0, si gy est négatif, le rap- 
I 


® . ra C R 
port ~~ — a est compris entre 1 et \/3 (Chapitre IIT); a ces deux 
2 


. . DOE . . 

limites extrémes correspondent pour — : les deux limites 1 et 
Sa 

4/3. Done la valeur absolue de gq est comprise entre e-* et 


aaa 


Pour calculer alors g par la formule (60), il faudra seulement 


e 


: 5A 4 h 
savoir de quelle maniére prendre Ve,— es ete, — ey. Or la for— 
mule nous lapprend elle-méme, car on en tire 


A cause de la petitesse de q, la partie réelle du premier membre, 
peu différent de 1-+-4q, est positive, etla partie imaginaire est né- 


b 


2 — 


. . lo Lee ° r 
gative. Effectivement, -,— étant compris entre zéro et 4, Pargu- 
C27 a 


a2 — jy . A ™ 
a? est lui-méme entre zéro et — x On 
a-- 


nt 
4 


ment de g, savoir —7 


voit par la qu’aprés avoir choisi » comme précédemment, 


ipa LS ™ 9 
pour argument de Ve,— és, il faudra prendre 3 pour celui de 


fp) ee 
Ve, oe €3. 

Pour le cas ou, au contraire, é, est négatif, on voit par le chan- 

gement de @, @2, €3 en — 3, — 2, — &, que les formules (D) 

1 

: ORE a -< 3 

donneront g” limité a e ? 

tenant g» est négatif, on pourra employer les formules (B) dans 


quand gy sera positif. Si main- 


278 PREMIERE PARTIE, — THEORIE. 


lesquelles alors gq, sera imaginaire et, en valeur absolue, compris 


sn v3 
entree “ete 2 . 


Calcul de uw, connaissant pu. CasdeA<o. 


Le calcul est analogue a celui qui a été indiqué pour le discri- 
minant positif. Raisonnons dans l’hypothése g3> 0, cas ott l’on 
doit employer les formules (C). Nous ferons usage de la formule 
suivante, tirée de (5g C) 


Vq' cos2vn+Vq" cosbon+... 
i1-o2g"cosjorn+2g8%cos8yoT-+... 
d | 


(68) | i 
| 


Soit maintenant 


t Vég— é3 Vpu — e, — Veo— &; Vpu— 23, 


a, ° Lo - = I ’ 
2U /e,— 3 V pie Gav Gy =e] V pu —e, 


(69) 


c’est une quantité réelle, quand on a eu soin d’y prendre, comme 


oR P 4 = / a E 
on le doit, pour Ves — e; et Ver nee pour ypu — e, el/pu— e;, 
des déterminations conjuguées. 
Si pu est supérieur a ég, il y a pour wu et, par conséquent, pour 
v, des déterminations réelles. L’équation s = Q’ servira a déter- 
; a: ne : : § 
miner la quantile 9, et la premiere approximation COs 297% = ve 
G/ 
comporte une erreur relative inférieure a 2g’? dont le maximum, 
correspondant a g’=e "= 0,043..., est moindre que 0,004. 
Ayant une valeur de ¢, on aura 


U=H2H90 +2MW,+ 2ANWs. 


Si pw est inférieur a e,, ily a pour uw et pour ¢ des détermi- 
nations purement imaginaires. Il est nécessaire de distinguer deux 
cas, comme il a été utile de le faire pour le discriminant positif. 

La quantité Q’, ot nous mettrons en évidence l’argument ¢, a 
pour expression 
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La période t, des fonctions S, comme on |’a vu aux formules 


(C), est 


D’aprés les formules (38), nous aurons, 3; et Sy étant des fonc- 
tions paires, 


330" og (0. Tart) Jo(? — Tr) ~o 
Sue! So (¢— t2+4) 33 (¢ — T,) Spe 
jen ier i 
ey a SAG! Shy! 40 + 33° i 
LLCO) = = =s 6 ae i 
J30 + JoV Do? — 339 21Q'(?) 


Qe") Q'(e) = j. 

La fonction Q’(¢) atteint donc la valeur 4, pour 
p=e'=i(m—}); 

el, par conséquent, s atteint aussi la valeur } 3 pour 

U = 295(T—4$) = to. 


Il est d’ailleurs aisé de voir que c’est la le seul argument w, pure- 
ment imaginaire, compris entre zéro et w) en valeur absolue, pour 
ee s atteigne la valeur +. Si lon veut, en effet, que s soit égal 
a+, il ede dans la Peiation (69), que ie deux quantités 


va= 3 Vpu—e et Veg ey Vpu— 3 


soient proportionnelles a 1 tet 1—z, dont lasomm rrés 
t proport lI +z et , dont la e des carré 


est nulle. De la ’équation 


Ve.— €3(pu— e,)+ Ve, — €, (pu— e3) = 0, 


dont la solution 


pu= ex— Ven — e Verx— e3 


/ 
S Ws, = 
nous fait relrouver p—), tel que nous Vavons obtenu au Cha- 
2 


pitre III (p. 75). 
La fonction s se réduit a 41! pee u = 0; elle est alors moindre 
que 4. Elle est done moindre que $ + quand west oe entre zéro 


ih OY ae: cat ; wy’ '5 
PA Yate supérieure a4 quand w est compris entr : 
Dn 2 2 U 
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Il est facile maintenant de fixer le mode de calcul de u, quand 
pu est donné, inférieur a é.. 

Si s (6g) est moindre que 4, on calculera ¢ par eee 


u I ww! 
s==Q'. Il y a une valeur de ~, comprise entre zero et —- —; 
U DA0e 


? : , I 0, 
donc une valeur de ; comprise entre zéro el > =~ = 


I 
4 Uvd2 4 
done (58 C) 
nt v I nh 
Em 2Nl9T <— e2 i al a 
vq 


Dans l’expression de Q’ les cosinus sont hyperboliques, et le 


a! 
= On a 


maximum des cos2nen est sensiblement Gar . On voit donc que 
q 


la premicre approximation COS2V7% ar sera soumise a une er- 
Zi 


reur relative, qu'on peut comparer, dans les cas défavorables, a 
g', dont le maximum est e~™= 0,043.... Ayant 9, on en conclura 


U == 2029 +2MH,+2NY3. 


Si s est supérieur a$, on calculera, non pas ¢, mais ¢’, par l’équa- 


. io . . 
WOneSs — ZO)’ ot l’on rencontrera les mémes circonstances pour 
4 


Papproximation; ayant ¢’, on en conclura 
uU = 2W29'+ WL + 2AMwW, + 2NW3. 


Dans les applications, on trouvera toujours quelque moyen de 
rendre l’approximation plus rapide. Par exemple, quand wu est pu- 
rement imaginaire, voisin de 4w,, ce qui est le cas le plus défa- 
vorable, on pourra, par les formules de multiplication, faire porter 
le calcul sur Pargument 4u, voisin d’une période; on se trouve 
alors dans le cas le plus favorable, les cosinus hyperboliques étant 
voisins de lunité. 

Nous avons raisonné dans l’hypothése g; > 0. Pour le cas g3 < 0, 
on changera, dans ce qui précéde, e, @2, €3,'g', pu en — és, 
—€,,—e, 9", — pu, conformément aux formules (D). 
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Observations sur les cas particuliers ot ¢ a les valeurs 
1 
e-™, we ae te 2 
Il nest guére possible de ne pas s’arréter un instant pour si- 
gnaler les cas particuliers que nous venons de rencontrer, et réunir 
les formules ot Ja transcendante numérique e-* joue un role si 
curieux. C’est l’égalité (60) 


Ups Vis Q+ge+...4+ qe... 
2 Se OPES GPO SE 5 AE DOMMES oc 


qui se recommande d’abord a notre attention. Nous avons trouvé 
qu’elle est vérifiée de ces trois maniéres 


hie 
jo l= nse avec Ol = eat; 
W235 
1 
20 Uf = to 1) avec = ent: 


—— ty = 1 tT /3 
390 Peni oN eS 373) avec G Bue = Me 
La formule 


T2 1 33g? , 53:48 GR Ope E...4= (—1)@(am + 1)8gqimin+i),, 
I 1— 3ig7-- 5g’ —7 git... (— 1)" (2am I1)gmn,., 


n’est pas moins intéressante dans ces cas particuliers. Dans le pre- 
mier, ona 


: I , : iT 
OY = 710), ei, qw' =—7'0, qo — 7/0 = 21,0 = a 
U 
par conséquent 
TT —- 
Tie qo = j avec qae%. 


Dans le second, nous aurons de méme 


. qT ' F ! ast So ee ae 
w> = tW2, qo = Supe 25 = — NeWs, 1]2.W5 — Ny WO: = 2UN2W2— LT, 
im t 


par conséquent 


2° io = avec Ge : 


2 


Dans le troisiéme cas, ainsi qu’on l’a déja vu au Chapitre II 
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(p. 83), en désignant par § une racine cubique de lunité 


== [8 
ae 


Cr 
ona d'abord 
w) = im, 73, W,=— Ywro, 3 = — 2 uw». 


Les relations Whomogénéité, en ce cas particulier, donnent, 
sans changement des invariants (2 étant nul), 


CU = G0), A= Co,=— C(0w.) =— 02Cw.= — 02 m2, 
n3 = Coz = — (8? 2) =— Ow. =— Imp, 
7103 = Ayo, 730,= OBy2W2, 
tr : oS 
— = 9103— 4301—= (9 —- 02) 42 0W2= U 37223 
2D 
done 
1 = 
T aay 
32 qo = avec G =e? 


2/3 
Il faut remarquer enfin, avec cette derniére valeur de q, la for- 
mule analogue a (63), donnant la période w.. Nous avons ici 


Ve,— e3 + Veg —€,= 2 Wp cos 57 


Ici 9 désigne la longueur e, e; (fig. 5, p. 276), coté du triangle 
eC) @x€3, Equilatéral en ce cas particulier. On a donc, pour la hauteur 
de ce triangle, l’expression 


3 CBY lou ae 
= e.= —p, p= 673; 


et par conséquent (58 C) 


fide, « THog*+tog’es,.. 


27 8h 4y— T 


Prenons $3 = 4, avec g3 = 0; alors (@ étant égal AVunité) on a 


i>) 
Il dr 
Os = — (eS 
21, fxe—1 


=s-+2g?+og8+.,.bagm+... (g’=e-ns). 


TT /03 


8/5 
2 V3 COST 
24 27 


io 
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Comme e~*V? est égal 4 0,0042..., on a déja lintégrale définie 
2 avec une erreur relative moindre que ;,4,; en négligeant tous 
les termes du second membre, sauf le premier, et prenant 


Tw 


4s ™ 
2 V3 cos? — 
24 


WO, = 


a5 


Expression de g2 par les fonctions 3. Remarques. 


Nous avons employé, dans les calculs, les racines e,, @2, €3, et 
non les invariants. Mais on pourrait aussi se servir de ces derniers. 
Déja nous avons obtenu expression de A. Pour obtenir gy, pre- 
nons la formule déja utilisée (p. 276) 


i S.= (€2— €1)(@€2— é3) + (e,— €3)?. 


Par le moyen des expressions (46), nous en déduisons 


Mais la premiére identité (40), ses deux membres étant élevés 
au carré, donne 


Eliminant le produit S§3‘, nous concluons 
TaN a a 
(70) to= (=) (9§ + 38 + 5$). 


On doit observer que, par sa nature, g» reste inaltéré quand on 
échange les indices des racines e,3; en conséquence, l’expression de 
gz par les S doit rester inaltérée quand on change les périodes. 
C’est, en effet, ce qu’on vérifie immédiatement sur l’expression 


(70): les égalités (55) font voir que, dans ces changements, les trois 
Ses : 
quantités — se reproduisent, sauf |’ordre. Leur somme reste donc 
w* 


inaltérée. Méme observation sur l’expression trouvée déja pour le 
discriminant A, et que nous reproduisons ici 


Sie I T wy 
(71) Wao /Ex. 


Voici maintenant la remarque que ces égalités (70), (71) sug- 
eérent. Elles nous présentent les coefficients d'une équation du 
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troisiéme degré exprimés en fonction explicite et non ambigué, 
dun paramétre g et d’un facteur d’homogénéité ow. En méme 
temps, les égalités (45) nous donnent les racines de |’équation ex- 
primées aussi en fonction explicite et non ambigué de ce para- 
métre g et du facteur d’homogénéité. Comme on I’a vu au Cha- 
pitre IV, on obtiendrait maintenant des faits tout pareils pour une 
équation du quatriéme degré, avec l'introduction d’un paramétre 
de plus, Pargument ¢. Ce sont la, en Algébre, des faits nouveaux, 
analogues cependant ala résolution trigonométrique de l’équation 
du troisiéme degré. Nous en verrons encore de semblables dans les 
applications géométriques et dans la théorie de la transformation. 


Fonctions elliptiques 4 invariants imaginaires. 


Nous n’avons jusqu’a présent considéré les fonctions elliptiques 
que dans le cas ot les invariants sont réels. Dans le présent Cha- 
pitre, ce cas est caractérisé par l’existence de deux demi-périodes, 
Pune réelle, autre purement imaginaire. Mais, pour ces cas 
mémes, nous avons été conduits 4 envisager les fonctions S for- 
mées avec d’autres demi-périodes. Rien ne s’oppose a une géné- 
ralisation compléte. Prenons deux quantités quelconques w, w’ 


dont le rapport soit tmaginaire, et, observant que les parties 


, w’ 5) ‘ 2 
réelles de - et de = sont de signes opposés, prenons-les dans 
ao) Tw 5 2 


T 
ow. ; P ae 
Vordre tel que — aitsa partie réelle positive. On formera, par leur 
ea I I »P 


moyen, une quantité gq dont la valeur absolue sera inférieure a 
Punité, et des séries S convergentes. Par les formules ci-dessus, 
on déterminera les constantes 7, 7’, €,, @2, €3, et la fonction ou. 
Cette derniére vérifiera |’équation a trois termes, et lon en dé- 
duiraune fonction pw, qui, sauf les propriétés relatives ala réalité, 
jouira de toutes les autres propriétés reconnues jusqu’a présent. 
Nous pourrons donc, dorénavant, raisonner sur ces fonctions plus 
générales; néanmoins nous aurons encore 4 relever des détails de 
calcul particuliers au cas ot les invariants sont réels. Ce cas se pré- 
sente uniquement dans presque toutes les applications. Nous 
allons encore étudier une question trés simple ow les invariants 
sont essentiellement réels. 
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Maniére dont varient les fonctions 3 d’arguments réels. 


Nous. supposerons l'un ou l’autre des deux cas qui corres- 
pondent aux inyariants réels; ainsi g sera réel ou purement ima- 
ginaire. 


PREMIER CAS : q réel. — Envisageons les égalités 


a 2, 

Tua 087 =—pu, 

d? (€,— ey,)(e,— ey) 
= eo == (a) Sy) = —_ \ yp) v 
quz 08° p(u-+ w)) OX eee ) 


GAA env ie=tiisuos as). 


Faisons croitre uw depuis zéro jusqu’a w,; pu décroit constam- 


ment de + 2 a e,; par conséquent, chacune des quatre dérivées 
secondes envisagées ici varie constamment dans un méme sens, a 


d? d Ad wink 
AG logou et a logg,u, la premiére comme — pu, la se- 


savoir 
I 5 ReS : 
conde comme aT c’est-a-dire en croissant; les deux autres comme 


I ane ; : : ee 
aes ere c’est-a-dire en décroissant. Prenons maintenant Pégalité 


suivante, déduite de (59 A), 


a? - I : q2 5 
du? 108 Sh (204)? 441014 aie log S41? | , 
u 
== 0; I, 2, 3 2 =) =. 
2W, 


ou, bien entendu, l’indice zéro pour ¢ doit étre supprimé, et l’in- 
dice 4, pour J, remplacé par zéro. Concluons que, ¢ croissant de 
i OF 


da : 
ae logS3¢ croissent constamment, et les 
Wipes 


La dérivée 3‘, ¢, dont le développement ne contient que des co- 
sinus de multiples impairs de x, est nulle pour ¢ = 5; en méme 


temps 


Se non g (te gee gee gts = ...), 
S" (4) = — ant Vg (1 +9g?+ 25¢8+ fggtt...) 
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ont tous leurs termes, le premier, positifs; le second, négatifs. Donec 


@ . F Sk ; 
—_loeS,¢ est négatif pour y==+, ot il parvient en croissant. 
BO co) 2) 


Cr 
Donc cette fonction est constamment négative. Donc on est con- 
stamment décroissante; mais sa derniére valeur est zéro; celte 
fonction est donc positive. D’ailleurs S,¢, comme ou, dont elle 
différe par un facteur positif, est positive; donc 3) ¢ est positive ; 
donc S,v est constamment croissante. A cause de la relation 
(38 A) ¢ 
31(? +1) =— Je 


. on] { . 
et de la circonstance que 3,9 est nul pour ¢ = 4, on voit que la 


fonction S,¢ varie d’une maniére tout a fait analogue a celle de la 
fonclion singz. En méme temps, la fonction S,.¢ = 3,(» +4) 
varie absolument comme cosv7. 

La fonction 339, comme oyu, ne devient jamais nulle pour des 
valeurs réelles de ’argument et reste toujours positive. Sa dérivée, 
dont tous les termes contiennent des sinus de multiples pairs de 


“ 
rol 


ym, estnulle pour ¢ = 0 et y = 4. Done, ¢ variant de zéro a 4, 


part de zéro et y revient, passant par un ou plusieurs maxima ou 
Seats nee adap OF 
-minima. Mais sa dérivée ne log 


fonction passe par un seul minimum, sans aucun maximum. Donec 


io 


43° croit constamment; donc la 


C , . 5 oy , . ~ . 
a), yg est negalive ; done 33 ¢ est décroissante. Cette fonction a un 


maximum pour ¢ = 0, un minimum pour ¢ = $; elle est analogue, 


5 
entre ces deux valeurs, a un arc de sinusoide, et se reproduit 
ensuite de part et d’autre, comme le montrent les égalités 
S3(¢-+1) = S3e et S3(— 0) = Sop. 

La fonction Sy » = S3(¢ + 4) suit la marche inverse. 

On voit que l’allure de ces deux dernicres fonctions est sem- 
blable a celle des deux fonctions 1+ 24¢ cos2en, ot g serait sup- 
posé compris entre zéro et 3. Cette circonstance est d’autant plus 
remarquable que la quanuité g, dans les séries S, peut receyoir 
toutes les valeurs de zéro a Vunité; pour les valeurs de q supé- 
rieures a4, la forme méme des séries laisserait difficilement aper- 
cevoir la régularité des fonctions. 

Deuxtime cas : ¢ purement imaginaire. — I] faut ici considérer, 


. . 4] . . 
non plus a5 ¥, Mais son quotient par Vd; qui ne contient plus que 


5 
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des puissances paires de g, et se trouve ainsi réel; ou encore 
iv 


e * S,e, qui différe de ow par un facteur positif (59 C). Quand ¢ 

varie entre zéro et 3, uv varie de zéro A ws, du part de zéro en res- 
TL 

tant positif, etde mémee * 3,9; poure=+4, la dérivée est nulle, 

un maximum ou un minimum est atteint. Prenons la dérivée se- 

conde en posant, comme dans les formules (C), g = ¢\/q', et éga- 


lons-la 4 zéro. Mettons alors a au lieu de g', et nous avons l’équa- 
tion 


ny) 


(72) = 99 — 2545 + 4o2? = Sia... (an 1) e— 2) 2 25. =o. 


Cette équation a une et une seule racine x, comprise entre zéro 
et Punité, ce qui sera prouvé en toute rigueur au Chapitre XIII, 
et la forme (72) permet de la calculer avec six décimales exactes 
au moyen des quatre premiers termes seulement; on trouve 


= ae se 
73 ) PO, T0703 


Ayant @ailleurs 


3S! 9 8a a, Se ac 
eb (4 = ore Vd G09 29g ° 40g" ....), 


nous yoyons que cette quantité est négative quand g’ est moindre 


que x, positive dans le cas opposé. Dans le premier cas, la con- 
d? 
dv2 2 
croissant toujours, a sa valeur finale qui est négative; cette quan- 


[om 


clusion est la méme que pour g réel: log3,¢ parvient, en 


a, 


tité est donc toujours négative; =— ~ décroit, et, sa derniére valeur 
Ji? 
Ti 
; f . + ais . 
élant zéro, cette fonction est positive. Done e * 3,¢ croit con- 


stamment. Mais, dans le second cas, quand q’ surpasse 2, les fails 


a 
a log= 3, croit, comme précédemment, de- 
puis — oo; sa valeur finale étant positive, cette fonction passe par 
, . pe mie 
zéro pour une certaine valeur de ¢; soit ¢, cet argument. Alors ; 


oF 
41 


sont tres différents: 


décroit de vy =0Av=4,, puis croit de y=, Av =}. Comme la 
valeur finale de cette fonction est zéro, la valeur initiale + 


or 


ar zéro pour une valeur de ¢ = ¢5 inférieure a ¢,. Done 
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77 


enfine ®* S, ve croitde »p=0 Av= $s, puis décroit de v= 92 a 
im 
y = 4. La fonction e * Se suit la marche opposée. 

Nous ne devons pas envisager les fonctions 3,9 et Soe, quisont 
imaginaires conjuguées, mais leur somme et leur différence. Or il 
suffit de jeter un coup d’cil sur les expressions de ces fonctions 
pour constater l’exactitude des deux relations suivantes, qui jouent 
un role dans la théorie de la transformation : 


33(%, q)-+ Jo(9, GJ) = 2Iag(205 op). 
o 
oy) 


3(%, 7) —So(%, 7) = 252(29, G+). 


Ayant ici remplacé q par iy/q' et observant que 3,(v, g) con- 


. A ae 
tient le facteur Vg, nous concluons 


330 + Sov = 253(20, 9’), 


I ie 
Fe ie IN == See aure LNs 


Comme q’? est réel, la marche des fonctions nous est connue: 
la premiére décroit constamment de » = 0 a» =4, puis croit de 
1 x 


v=749=3; la seconde décroit constamment de y= 0 a » =. 


Dégénérescence des fonctions elliptiques. 


Les formules qui viennent d’étre développées fournissent trés 
facilement les expressions limites des fonctions et des inyariants 
quand le discriminant tend vers zéro. C’est ce qui a été annoncé 
a la fin du Chapitre II. 

On obtient les cas de dégénérescence en supposant infinie une 
des périodes; c’est alors que les fonctions elliptiques se changent 
en fonctions circulaires ou exponentielles. La dégénérescence est 
plus compléte encore si les deux périodes deviennent toutes deux 


5 . A . . eu 
infinies ; ¢’est alors que pu se réduit simplement a —; (p. 28). 
ur 
Examinons d’abord le premier mode de dégénérescence. Il n’y 
a plus heu de distinguer ici plusieurs cas suivant les signes des in- 
variants, et nous pouvons méme envisager le cas le plus général, 
celut ott les invariants sont imaginaires. 
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Le premier mode de dégénérescence répond al’hypothése g = o. 
Relativement aux périodes, ceci suppose que, @ et 6! étant les 


demi-périodes choisies pour composer gq, la partie réelle de = soit 


(3) 


infiniment grande. Mais, pour avoir effectivement le premier mode 
de dégénérescence, non le second, on doit ajouter que & est une 
quantité finie (différente de zéro). 

Prenons les deux groupes de formules (58 A) et (5g A), en y 
remplagant w, par @ et @, @2, 3 par e), Cy, ey, comme il a été ex- 
pliqué pour le Tableau (52). Employons aussi la formule (70), 
qui donne l’expression de linvariant gy. Nous aurons immédiate- 


ment les résultats suivants, ol, pour simplifier, nous mettons 7, 
w, au lieu de 7, @: 


| Aree) 
2 
cs 
qo=—> 
2, 
\ 9 
: 983 Tee \ te 
y= ey, €), — Cy, = @), — ey = = ? A=o0, 
\ 28% 20 


Ww 
“(-)" 
Alaa) @ae TU. 
2 
i =a? AO —; 
1,;T%\2 
ase TU 
SNe. 20) COS = 5 
2 
| 1 me? 
RO 
| Sil a ee 


Le second mode de dégénérescence suppose les deux périodes 
infiniment grandes; leur rapport peut étre quelconque. On ne 
doit pas toutefois supposer infiniment petite la partie réelle du 


5! 
rapport io" 

Si cette partie réelle est infiniment grande, on déduit immé- 
diatement les résultats ci-aprés des derniéres formules (75), en y 
supposant w infini. Si, au contraire, elle a une valeur finie, alors 
g n’est pas nul. Mais, dans les formules (59 A), on voit dispa- 

I. 19 
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raitre les séries S, parce que l’argument ¢ s’y réduit a zéro 


| = co, WY SS eS, i= =o, 
(76) | Di = Cp ys Wey) §2= 0, 63 = 0} 
lou = &, 61 U = 69U = 63U = 1 


Nous avons omis, dans ces formules (75) et (76), les fonctions 
Cu et pu, comme se déduisant immédiatement de ow. II faut faire 
attention que w, dans ces formules, est supposé représenter une 
quantité finie. 
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CHAPITRE IX °. 


DERIVEES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS ET AUX PERIODES. 


Dérivées de pw par rapport aux invariants. — Calcul direct des dérivées de pu 
par rapport aux invariants. — Dérivées de Cu par rapport aux invariants. — 
Dérivées de ¢u par rapport aux invariants. Equation aux dérivées particlles. 

oy 

Og, 

— Dérivées de ¢,u, o,u, ¢,u par rapport aux invariants. Equation aux dérivées 

partielles. Développement suivant les puissances ascendantes de u (seconde 

méthode). — Dérivées des périodes par rapport aux invariants. — Dérivées de 

1, par rapport aux invariants. — Observations sur les équations aux dérivées 

partielles qui sont vérifiées par les fonctions ¢. — Equations hypergéométri- 

ques avec Vinvariant absolu pris pour variable indépendante. — Applications : 


Développement de ew. — Remarques sur l’opération D = 12g, = ae 583 
62 


limite de — quand le discriminant tend vers zéro; variation de 4 quand le 
O) (0) 


discriminant est posilif. Exercice. — Dérivées par rapport aux périodes. — Dé- 
rivées par rapport a logg. — Equation aux dérivées partielles vérifiée par les 
fonctions S. — Expression des fonctions & par les fonctions «. — Equation aux 
dérivées partielles pour le calcul de la fonction Y,(w). — Sur un systéme d’é- 
quations différentielles. 


Dérivées de pw par rapport aux invariants. 


La fonction pu dépend de trois variables u, g2, g3. Jusqu’ici 
nous avons envisagé seulement sa dérivée par rapport a u. Nous 
allons considérer maintenant ses dérivées par rapport aux deux 
autres variables. L’homogénéité permet d’écrire immédiatement 
une relation entre les trois dérivées. En effet, pu est homogene, 
dudegré 2, quand on considére wu comme du degré —1, gy et 23 
des degrés 4 et 6. Le théoréme des fonctions homogénes fournit 
donc l’égalité 


Oia Ov) Opu 
d | 62 = 9 ps 
(1) car 182 Oe, ae J 


(*) Le sujet de ce Chapitre offre le plus grand interét au point de vue de l’a- 
nalyse. Il est cependant de peu d’usage pour les applications, sauf toutefois les 
formules (37) et (39). 
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Par lemploi d’un artifice trés simple, nous trouverons une se- 
conde relation entre ces dérivées, et le probleme sera résolu. 
Néanmoins, comme le calcul direct de ces dérivées offre un des 
meilleurs exemples de la méthode d’intégration expliquée au Cha- 
pitre VII, nous ferons ensuite ce calcul direct a titre d’exercice. 

Le point de départ est fourni par |’équation fondamentale 


En dérivant par rapport a chacune des variables 92, 93, on obuent 
)2 ) j 
op'u~ Re Nip ptu en) =D0'G ue <I, 
(o du 083 83 ce 
2, 
} pu Opu pu 


2 p'u ——— = (12p2u — Jes Br A ok Os 
du 082 J 62 Fe) J J Og Uys 


52 


Observons maintenant l’égalité 


0 i OOO) tT @iow Pp Wop, 
OUND UE OF] puwvie = pn we 


divisons, dans chacune des égalités (2), les deux membres par 
2p/?u, et nous obtenons 


| 0 ie Com T 
du\p'u 0g ) = ptm 
< 


| Oe ole pu 
Ou (Ga ry ie 


Le probleme consiste donc a intégrer, par rapport a w, les se- 
conds membres des égalités (3). C’est une question pour laquelle, 
au Chapitre VII, nous avons étudié la méthode a suivre. 

Vérifions d’abord la relation d’homogénéité (1) par le moyen des 
égalités (3). La relation (1) fait voir quelle est la dérivée a consi- 
dérer; c’est la suivante : | 


(3) 


0 dU yu pu 2Loput 3: 
(a! u)=3—2! a = cat z =. 
pru pu 


De 1a et des égalités (3) on déduit 
mle pu +u) =46 7) ( I oOpu yee 0 T Opu 
OUND 9), "?? On Val Dee me On pu og ) 


Onn 
~ Ou salt 


ma 
Go 
we 
ey 
a=) 
& 
for) 
ws) 
ow 
bie 
eS 
2 
Se 
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Ces deux fonctions, ayant méme dérivée par rapport a w, ne 
différent que par une constante. I] semble d’abord quil y ait 
quelque embarras 4 déterminer cette constante par l'emploi de la 
valeur particuliére w= 0, qui rend infini pu. Mais on doit se 


I 
rappeler que (p Tie 


) conserve une valeur finie quand wu tend 
vers zéro, de sorte que les dérivées de pu par rapport a g» et 23 
restent alors finies. On voit donc que les deux fonctions s’éva- 


nouissent pour u= o. Donec 


Oe tee Opu .. Opu ’ 
2 T w= (48s "9 T 6 33 


7 
dU 


C’est la relation (1), qui se trouve ainsi vérifiée. Faisons un 
calcul analogue en prenant cette autre dérivée 


2 ae 2 = F (OF; 
7) ae pias &2\ _ he eye u (6p Y - &2)P U 
COUN 3plu : 3pliu 3p2u 


Remplacant p’u par (6p?u — $9) et réduisant au méme dé- 
nominateur, on obtient 


f) ae 6p? — fo\ is 3e3put+ige3 
Ou opew << ptu 


D’aprés les relations (3), nous concluons 


7) 6p2u— ) tA. OW — i ee) 
4 1 — = — —— go : 2 — . 
a) at 3pu ) du p'u O83 3°? Og 


NY 


Pour uw infiniment petit, on a 


: 6p2u— g I 
lim antes =O, lim “Pe +b) =o. 
u=0 u u=0 3p u u 


La fonction, dont le premier membre de (4) content la déri- 
vée, se réduit donc a zéro avec uw; ilenest de méme pour celle qui 
figure au second membre. Donc, en multipliant par 2 a chaque 
membre, on conclut 


wily 


83 = op 2G 4 4piu— = 23. 


Cette relation (5), jointe a la relation d’homogénéité (1), fait 
connaitre les deux dérivées demandées. 


294 PREMIERE PARTIE. —~THEORIE. 


La combinaison de dérivées partielles, qui figure au premier 
membre de (5) avec les dérivées de pu, jouera dans ce Chapitre 
un role important avec d’autres dérivées. Il conviendra de désigner 
par une seule lettre D cette opération 


7) Oe gies 
(6) D=12835 7 y 3 825 i 


signifiera 


fl est évident que lopération D et celle de dérivation par rap- 
port a une variable indépendante de go, g3 sont commutatives, 
c’est-a-dire qu’on a 


d af 
See Oe 


Ainsi, en différentiant successivement dans |’égalité (5), nous obte- 
nons 


Dpu= 2ap'ulu+4ptu —2 g», 
(a) Dp’u= 2p’ulu+ 6p'upu, 
Dp’u=ap"ulu+ 48piu— 8 e.pu— 623, 


De méme, en différentiant léquation d’homogénéité (1), on ob- 
tient la relation générale, évidente d’elle-méme, 


(8) 482 


- 623 — =(n+2)pMu+ up) u, 
083 


On connait ainsi les dérivées de pu, p'u, p’u, ... par rapport 
) ) ) I 
a 22, g3- On voit que les dérivées de pu, outre une partie 
&2) § I ? I 
entliére en pu, pu, contiennent un terme wp'*) wu et un autre 


Cu pu, qui ne sont pas doublement périodiques. 


Calcul direct des dérivées de pu par rapport aux invariants. 


Comme nous l’avons annoncé au début du paragraphe précédent, 
nous allons calculer directement les dérivées de pu, en intégrant 
les seconds membres des équations (3). A cet effet, nous devons 
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=“ (ay | 72 nt 
(Chap. VIL) les décomposer en éléments simples. Dans chacune 
des formules ci-aprés, il y aura trois termes semblables; nous en 
écrirons un seul, les deux autres seront 4 déduire par permutation 
des indices : 


OVS if I I 
p?u (pu—e)(pu—ex)(pu—ez3) (e;— €2)(e;— e3) pu—e, 
4pu aa pu a e4 I 
p?u (pu—e,)(pu — es)(pu— es) (€1— €2)(€,—e€3) pu— ae,” 
I - I 
pu—e Cee a My etl: 
Soient 
/ I eee 
[(e1—e2)(er— es)?” 
€4 
: =b,, 
<9) ((a—aNe—eye 
ah = C1, 


\ (Cer — €2) (er — e3)/? 


et, de méme Qo, 43, by, b3, C2, C3, par permutation des indices. 
Nous avons 


4 0 
Bee = ap(u+w0)—b&+...=— 7 [(at(ut+ oni) + bu]..., 
4pu 0 
pig = P(e + on) TS = Fy Ler SC + 1) + On Ne soo 


Les seconds membres des égalités (3) sont ainsi sous forme de 
dérivées par rapport a uw. Intégrons et observons, comme précé- 
demment, que les fonctions, dans les nouveaux premiers membres, 
s’évanouissent pour u= o. Le résultat sera done 


8 dpu | | 
pu 0s =a C(ut+o)— abo, + bbu+..., 
8 dOpu 

pu a = OH t W ) b, Co, Le Gp Pes ec 


D’aprés la formule d’addition (V, 15), 


ie epee Pe 
C(u+v)— Ceo =Cu- jp = 


cf 
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en y fajsant » = ,, ona 


: : Te ace 
10 Dia Oy) Oe (CUR ae Sa 
(10) G(u+o)—Sor=¢ oe 
Soient, pour abréger, 
(11) a+ Q,+43= a, Oa Wy (Dy by aie Onak ©; = C: 


Substituant l’expression (10) dans les dérivées précédentes, nous 
les pouvons écrire 


8 dpu } a, ay as 
Pe =atu+butip'u 7— + - : ) 

pu 03 pu—e& pu—e, pu—e; 

8 dpu b, b, bs 

SS OCC ae pu oS ie. =i 

piu gs pu—e pu-—e, pu—e; 


Réduisons au méme dénominateur les termes dans chacune des 
deux parentheses. Le dénominateur commun est tp? w. Quant aux 
numérateurs, c’est d’abord, pour la premiére, 


GU p2Uu — a (€g + €3)PU+ Ay egé3+...= a, pFU+ Ne;pu+t+ ayer,e3+... 


ou, sous une autre forme, acause de e,e; = e; — } 


4 82) 
ap?u+bpu+ co,—t &2.au+.... 
On a donc de cette maniére 


8 dOpu 
pu O83 


(12) 


2 
ey 2 ! \ a 
ea OU a ap ut bpu+ec—z gea). 


Semblablement le numérateur dans la seconde formule est 


by p?u— by (e.-+e3)pu+ bje2e3 +... = bsp2ut dbeypu + aye; eses+... 


=hptutapu +¢83a, +... 


Par conséquent 


4 


(13) —— +— = bCu+cu+ fee (bp2u+cpu+tg3a). 
( 82 pu 


Il reste seulement a calculer, en fonction de go, gs, les trois 
fonctions symétriques a, b, c, définies par les relations (9) et (1 L): 
Cest une question élémentaire d’Algébre, qui se résout le plus fa- 
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cilement par la méthode des coefficients indéterminés. Le déno- 
minateur, commun a a, b,c, est le discriminant 


A= $3 — 2783 = 16(e;— e2)?(€2— €3)? (€3— &)?, 


, 


el Vhomogénéité enseigne que, sauf des coefficients numérigues 
PRC tan 
4 Pp, ¥, Ona 


Aa = 482, Ab=86 83, IN Cx aot 


Le calcul se fait done avec un exemple numérique : 


§2= 3, 3— 15 ci U, 6p 6, = —=95, 
3 
9 3 982 82 
X(€2— 3)? 4 = % S82) = ia = 24-9 
ig’ 
9 9 eae §3 
oS ay 4 Oo? ‘ 
2D é,(é2— 63)? =—;, =— 783, (Dy ; re 
are 
1 52 o2 
2 Que oc 152 oO ee 52 
Dej(éz—e3)?= g3= 883. C= cay ee 2 ee? 
16 
4 83 
c = Sp eel an 
Observons les relations 
ah Gye r 
ithe a Ap Woke rae Coes Uae Maye 
ac ES RS es se) 
o3 97 o2 oa 
pee fey, pe ron Fe 3 oo, O2 MOS eee 3 02 
c(¢— | 82a) 1 g3ab 23 £5 aC ae! 


¢ ) ‘ 2.3 y2U De 
mle gos ogee =" = (tu: ee ee 
pu 83 O82 A pu A 


Remplacant c, 6 par leurs expressions, supprimant le dénomina- 
leur commun A, multipliant aussi par 5 p'u aux deux membres, 
nous obtenons 


Opu 
+1283 ae = 2Cup'ut 4p2u— 2 89; 


c’est la relation (5). On a aussi 


1 g3a2--b(e—1 ga) =0; 
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dot se déduit 


ee ey 
pu 08 08's A pu 


\ 


Opu 
482 


Onu 
- 623 Dee 


ae =uputa2pu; 
e’est la relatron d’homogénéité (1). 

Les formules (12) et (13) fournissent donc le résultat de la ré- 
solution des égalités (1) et (5) par rapport aux deux dérivées. En 
y substituant les expressions de a, 6, c, nous aurons les formules 
définitives 


En prenant, pour chaque terme des seconds membres, le déve- 
loppement suivant les puissances ascendantes de u (IV, 4 et V, 11), 
on vérifiera que les deux dérivées se réduisent a zéro avec u, 
comme cela doit étre d’aprés le développement de pu. 


Dérivées de Cw par rapport aux invariants. 


On obtiendra ces dérivées en intégrant, par rapport a w, les dé- 
rivées de pu; c’est ce qui résulte des égalités 


0Cu apu 0 OC 
> 


i = : 
J du 0g du 0g 


Le calcul est immédiat si on prend pour point de départ la pre- 
miére égalité (7) aprés avoir écrite ainsi 
D — I > 6 9 2 coe 0 all 1 
pu=2(putCu—p?u)+6ptu— 2 g.= 2 ay PM Cu) + p'u—tZo, 
a) 


0 ; 
Dy ORE gy (2PuU cut pu —1 o3). 


La fonction, dont la dérivée figure ici au second membre, s’é- 
vanouit avec uw, en sorte qu'on a 


(15) DGu=—aputu—pu+ t gou, 
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a quoi il faut joindre Péquation Vhomogénéité 


P) 
(16) en 7 eae 
§2 83 


= Cu—upu. 


‘ , C , Fo S t 
Ces deux équations, résolues par rapport aux deux dérivées, 
donnent 


0Cu 
| 083 ——__ SCU(Sope 4-2 23) Lu(gespu +123) —2 fap Y, 
< 

0Cu : 
e en = flu(ggspu- 1 83) 1 gou(4t Sopu+ gs) 4 9 g3p'u. 


On pourrait aisément déduire ces deux derniéres, par intégra- 
tion directe, des relations (14). 


Dérivées de ou par rapport aux invariants. 
Equation aux dérivées partielles. Développement de ow. 


Ecrivons Péquation (15) sous la forme 


0 0 5 
9g D 0S eu = ay he U PU + a Ea’). 


La fonction qui est dérivée au second membre s’évanouit avec wu, 
en sorte qu’ona 


Dlogou = @u—pu+ srw. 
Il convient de modifier le second membre par la relation 


0? oH - 
—pu= 2 Og cu = — Cu, 


Tu 
et le premier, en mettant a sa place 
I 
Dlogcou= —Deou. 
om) 
Le dénominateur ow étant alors chassé, on obtient 


(18) DevwH=Cut+tewocu= 4+ 7 2w ou. 
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, 


Joignons a cette relation celle dhomogénéité 


OcUu Cu Ocu 
(1 ho, SE Go. = Fu+uUu ? 
9) 452 Of v 53 023 5) 


ee Nee iy Ocu 
= Bo Leo, 6us 1 etu2ow ae, 3 Ul ? 
(20> \ O83 clay) aes osha EA: ag oe 
20 ) 
OcUu Acu acu 
eT 1 oi ou— 3. 9, e,uW2¢u+1 gu c 
| 08 423 Hiy2 ; 52 16 6263 ace 


La relation (18) constitue une équation aux dérivées partielles, 
linéaire; remettons pour le symbole D son expression explicite, 
et nous aurons cetle équation 


Pou dacu cu 
(21 - —12 83 — —2 g2 —-+1 2wWou=o0 
) ou2 5 08 302 O83 12° 


Elle fournit une équation récurrente trés commode pour le dé- 
veloppement de ou suivant les puissances ascendantes de u 


( 5 7 2n-+1 
u u u 
SU = the ds tb : _b, ee 
2 1 3 ! 1 ) 
‘at Fi (2n-+1)! 
(22) 
Moy 7 5 op ODipan (27m —1)(m —1) 
bn = 1283 eee ‘ 8&2 On-2- 
\ Os : oa O83 6 7 


Il y a une simplification dans les coefficients numériques avec 
un changement de notation: 


82 = 2hy, $3= hs, 
ND jr Mo — (2n—1)(n—1) 
Bah JO n—4 9 n—| een 
n (hs Oh he Ohs 3 lox Oi. 
Cores Be 
| Oy = — ity. b3=— ghz, b,=— 9h3, 
bs =— 2hhghs, b, =— 3.25 h? + 3.23h3, 
by == 22.3. 19,2 hs, bs = 3 hy(27.23h3 +-107h3), 


2) 


O89 


oe 


Remarques sur l’opération D = 12 83 


Care) 


Parmi les fonctions de gy» et 23, se trouvent le discriminant A et 
les racines @,, €2, €3; et nous allons avoir besoin de connaitre le 
résultat de lopération D sur ces quantités. D’abord, et c'est la 
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cause de Pimportance qu’il faut attribuer a cette opération, on 
trouve immédiatement 


(24) DA=D(s3 — 2783) =0. 
Pour les racines eg, le calcul direct est facile; car on a 


f 0€ x 
= 1; (DSF, —— = 


082 


Cy. 


Employant ces deux dérivées, formant D, on obtient une fonc- 
tion rationnelle de la racine e,, fonction que lon rendra entiére 
par des procédés algébriques bien connus. Mais nous avons ici un 
moyen bien plus rapide de parvenir au résultat sous sa forme Ja 
plus simple. 

Supposons uw, non plus quelconque, mais égal 4 une fonction 
donnée ¢ de g2 et g3; d’aprés le théoréme des dérivées pour les 
fonctions composées, on aura 


Dpe =(Dpwu)uap+p'v De. 


Soit maintenant ¢ = w,, alors p'y est nul. Donc Vopération se 
2 , b fa >] ‘ a = 
fera comme si u était quelconque. Donc, d’aprés (7), 


(25) Deg= 4e3 — 3 82 (4 =1, 2, 3). 


Les considérations analogues sur les autres égalités (7) -seront 
développées plus loin. Voici d’autres combinaisons que nous allons 
uuliser. D’aprés (25), nous avons . 


D(en— eg) = 4(€,— 88), 


et, en divisant par (€,— eg) aux deux membres et tenant compte 
de ce que (e,;-+ €2 + é3) est nul, 


(26 ) D log(éa— eg) =— 4ey, (Gh, (By We Sails Dg SP 


Cy D log (éa— ep )(ea— ey) = 4 ea 
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Dérivées de o,u, ,u, ¢3u par rapport aux invariants. Equation 
aux dérivées partielles. Développement suivant les puissances 
ascendantes de wu [seconde méthode (')]. 


D’aprés les égalités (7) et (25), nous avons 
D (pu—-e,) = 2p'u Cut 4p?u— 4ea, 


el par conséquent 


p!u 


D log Vt i ee - D(pu— ég) = Cu 2(pu+ ey). 


2(pu— €q) pu— x 


Ajoutons cette égalité membre a membre avec celle-ci, obtenue 
précédemment, 


Dlogsu = @Cu— pu-+ ja 2, 


et rappelons-nous la relation (p. 190) 


Wot résulte 
log Vpu—eg-+ logeu = logs gu, 


pour conclure 


(28) Dlogo,u = @u+ Cu —— + Pu + 2éy+ 75 82 U?- 


Mais le second membre peut étre transformé par le calcul sui- 
vant. L’égalité (V, 13) 


plu 


CCU + We) — Cwg= Cut 


I 
= ? 
2 pu— ey 


ses deux membres étant élevés au carré, donne 


ee plu 2 yu 
[E(u + 0) — Fwy}? (eee) = Cu + Cu sae 


(1) Voir la premicre méthode a la fin du Chapitre VII. 
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Par définition (p. 189), nous avons 


= o(u+ wy) 


Oh =— SS OH, COy = Nay 
TWy rs 
r 
On U 
= = (OU + Wy) — a= C(U + Wg) — Cog, 
Oyu 


en sorte que la relation (28) peut s’écrire 


aoe 2 A 2 
GyU\2 1 plu 2 
(28 @) D logayu = ( . ( + put 204+ 75 hou?. 
: T yl ¢ \pu—e a 
<i 4\4 a 


Nous avons, d’autre part (a cause de e,+ eg+ ey= 0), 


! 9 7, 5 

1 DU 2 COM BO) CD Gr) 2ey+ ee, 

; y + pu + 2éy= F + Put 2ey= af 

4 \pu— ey pu— ey pu— ey 
(ey €8 ) (€xy— ey) 


= ees =— [p(ut+ we)— ex]. 
( a 


Il suit de la, au lieu de (28a), cette autre forme 


; oh U \2 
(28 b) Dilosicnne == i ) p(u+ Wa) + eg + eeu? 
7m Oy U 
ressemblant extrémement a celle qui a été obtenue d’abord pour 
D logeu. Pour obtenir la forme définitive analogue a (18), obser- 
co) 5 } 
vons la relation 


02 0? 02 Cyt Cn U\? 
p(u+ oy) = = 2) © 


za Ooo ms Oy) = — kane = = 
OU ( a) Ol du? Lowe 


Donc enfin, en chassant le dénominateur, nous obtenons 


(29) Dogu= 


Nous devons joindre l’équation d’homogénéité, a savoir, comme 
3,u est du degré zéro, 


Oo%U Oyu 06g 


(30) beta ag 065 eopsaiee thou 


La relation (29) constitue une équation aux dérivées partielles, 
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linéaire, qui différe, par un seul terme, de l’équation (21), 


26 OT 4U 


Q) ; fo eto gy) oe = 
31 2 12 23 a + (€g-+ i582?) Tgu =O 
SEs =e ae en CED 


Comme il y figure, outre gy et g3, encore la quantité e,, on peut 
mettre cette dernicre en évidence dans les deux termes du milieu 


en écrivant, d’aprés (29), 


O20%U ie OS gt ee OT ”%uU 
5 53 a iteh2) 
Bi ae cee Be ae 
(31a) oe 
2 2 PFyU 1 F5 
— (4ea— 382) — + (€a + 7382?) Fgu =o 
\ 0e x 


Nous avons par la une équation récurrente fort simple pour le 
développement de ¢,u suivant les puissances ascendantes de w : 


- ue wu urn 
Sign S1-F S$, t- $2 T ° = Sy 
2 4} (Oizo)! 
OSn—1 Os 
, i Dy 
Sp =1283 ase o 
2 082 eae 08's 
Osim (n —1\(2n — 3) 
(Gee 3 29 — €ySn—1 : S25 n—2 
( a 3 ) dey a 6 5 i—2 


Si Pon veut abaisser au-dessous de 3 les exposants de e, dans 
les coefficients, il sera commode d’approprier la formule récur- 
rente a cette exigence, en posant 

Spy = Ane2 + Byeg+ Cy. 


On aura ainsi 


(4e2 2 ee Den 
— 2 
toe 3 62 ey asin 
= (4e3 — 2 82)(2Anegt+ Bn) — (AneZ + Breg+ Cy) ex 


OA yn -4 OA, (rn —1)(2n—3) 

po ee ee CAnt 2. Ones : 
Ay =1293 0g, 3 §2 083 é &2An-2+ 3 By, 
Bo = OBr=i 2 0BPn-1 (rm —1)\(an— 3) ‘ 

a=128%3 08 352 Oe, 6 E2Bn-2 + 82An—-1— Ca, 
: OGn—4 OCs (n—1)(2n —3 
‘ 2 2 n—1 7d a) S & iS 
Nee aaa - 3 53 Og 6 §2Gi-2 +1 83An1—? o2Ba4 
82 
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Voici quelques-uns de ces coefficients, dont les premiers ont 
déja été trouvés autrement (VII, 49): 


n, A. B Cc. 

Onmiata tea ON) Ho oe oO oO I 

O66 olga cpiackD o cree oO Ss! oO 
ps 1 

2, 3 ) +L 

Q ae 3 

Wiekslekemeiel sie peuelts"s (isle oO |Z 62 7% §3 

, IN o R29 . 2 

ciate sec heratte erarenai ats 2 82 es 83 

is 135 OE pe) 99 

Dis wheels tee ie eile clabie a's SOs 7682 Ty 6283 


Voici maintenant une autre yoie pour parvenir a l’équation 


(31 a). Nous allons la déduire de l'analogue (21), quia été établie 
pour du. D’aprés cette derniére (21), la fonction y= o(u +P), 
ott y est indépendant de go, 93, vérifie la relation 


Changeons de variable et prenons 2, au lieu dey, en posant 
ya asverts, 


La transformée sera l’équation suivante : 


022 Oz 
— —Ds+ 4 g2.Ws+ 200 — 
Ou? 120% S ou 
+ 2(@?e— D logsv —uDCo + 7 gov? + 1 e2uv) =o. 


Nous avons d’ailleurs, comme il a été prouvé précédemment, 


—Dtv+iggv=apote+p’e, 


. 


en sorte que notre équation devient 


023 Oz 
(32) Oh teas Da (458247 + pet up'e) 2+ | aupe Coz +2 = | = 


Le dernier terme est séparé a dessein, comme devant disparaitre. 
Voici comment. Nous savons que, comme fonction de 9, = s’ex- 
prime sous forme entiére, dans son développement (VII, 48), par 
pe et p'v. Mettons en évidence ces deux quantités dans l’opération 


if 


20 
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D, qui affecte ici s, et traitons gz, 23, pv, p'y comme des va- 
riables indépendantes. D’aprés les égalités (7), nous devrons écrire 
alors, au lieu de Ds, 


7 ae (2p"e Ce + 6p'e pe). 


Z es My eto 
amy ate e Ap 


Ici, bien entendu, Popération D ne portera plus sur pe et p's. 
Dans cette derniére quantité, deux termes peuvent se réunir ainsi 
02 Oz Oz 


5 Pv bo Dry oo aan 


Op OK 


joints au terme entre crochets dans (32), ils donnent 


. “02 OZ 
269 |— —— +upez 
|| Oe dv J i 


quantité nulle, comme on l’a déja vu (VU, 46), et comme cela 
doit étre, puisque sz ne dépend que de pp, p'v, non de Ce, c’est- 
a-dire est une fonction doublement périodique de ¢. 

Remettant maintenant pour le symbole D son expression, il 
nous reste, a la place de l’équation (32), cette transformée défi- 


nitive 
02% Oz 5 OZ , OZ 
12 g: 383 4p2e— 38 
(33) | Ou? ees BO Oe. (4p 282) a6 
02 : 
] — 6p'e ps ate + (qeguw+ pet+up'’)s=o, 


dans laquelle, répétons-le, u, g2, 83, pv, p'v sont considérées 
comme des variables indépendantes. Cette transformée est vé- 
rifiée par la fonction 
ae 
(ue) 2 

By s= = e-uly 
(34) , ae 

On pourrait s’en servir pour former le développement de z sui- 
vant les puissances ascendantes de w; mais ce serait plus compli- 
qué que par le procédé suivi au Chapitre VII. Seulement la na- 
ture des opérations que l’équation (33) renferme sur pe et p'¢ 
permet d’attribuer a ¢ la valeur particuliére 9 = wy, d’ot résulte 

; rs ‘ 3 

pe = ea, pe = 0. Par ces suppositions, l’équation (33) reproduit 
Véquation (31 @), comme sz reproduit oyu. 
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Dérivées des périodes par rapport aux invariants. 


Nous avons précédemment observé que, si ¢ est une fonction de 
$2) 83, on a 


(Bs) D p”? G= (D pe UW )u=y at pier) (3) Dg, 


et nous avons déja utilisé cette relation, dans l’hypothése » = wz, 
n élant supposé nul (25). Semblablement, pour tout nombre pair 
n, on retrouve de la sorte une égalité équivalente a celle qu’on 
obtient avec n = 0; par exemple, pour n = 2, on a, d’aprés (7), 


D p’ 0¢= D(6e% = $22) = 48 ex = 8 22€g— 6 83, 
ce qui concorde avec la relation (25), nous donnant 
D(6e,—4 282) = 12€g(4e% — 382) = OS 


Mais, si n est impair, le terme p'”*!) 9, dans (35), ne disparait 
pas quand ¢ est une demi-période, et Pon obtent ainsi le résultat 
de Popération D sur cette demi-période. Prenons le cas rn =1 et 
mettons simplement w pour cette demi-période qui sera quel- 
conque : p/p élant alors nul, D p’¢ Vest aussi, et nous avons, en 
écrivant 7 au leu de Ga, 


0 = 2p’w.7 + p’w Du. 


Telle est Vexpression trés simple que nous trouvons 


Ow) Ow 
(36) Dw =1283 —- +363 =— 2%. 
08% 08'3 


Avec Véquation @homogénéité,  étant du degré —1, comme 


ol, 
Ow) Ow 
4 8 i 6 83 te ae O), 
O82 O83 


Ow 
| a 7630 —3 S2N, 
(37) Coen 
: dw 1D i) 
ae =—FERY% + 2837 
fo) 
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On peut encore obtenir l’égalité (36).d’une autre maniére par 
la premiére relation (7). En supposant toujours w indépendant 
de £9, g3, nous aurons, a cause de la périodicité de pu,’ 


Dp(w+2w)=Dpu. 


Mais, d’autre part, on obtiendra D p(w -+- 2) en faisant l’opé-a- 
tion D comme si l’argument était indépendant de go, g3 et ajoutant 
au résultat 2p/(u+ 20) Do. 

Done, suivant (7), 


Y 


Dpu=a2p (w+ 2) C(u+ 2w) + 4p?(u+ 20) —F 2+ 2p’ (ut 20) Do. 


Comparons 4(7), ct observons que p(w-—+ 2), p!(u+ 20), 
reproduisenl pw et p'w, mais que (w+ 20) = fu+ 2%, et nous 


avons 
§p'uy+2p'u Dw =o, 


retrouvant ainsi légalité (30). 


Dérivées de 7 par rapport aux invariants. 


Nous obtiendrons ces dérivées en opérant sur Végalité (15) 
comme nous venons de le faire sur les égalités (7). D’aprés (15), 


nous aurons généralement, a cause de J» = — pe, 
D Cv =—2peCveo—p’et 4 §&29 — peo Do. 
Supposons y=, et employant lexpression (36) de Dw, on 


conclut 
Dy =—2pw.nt+ lo.w+2pwu.yn=1 20. 


b 6 ¢ 


Avec la relation @homogénéité, ceci nous donne 


On 
Dyn =122. On 2 o2 ath = 1 ey 
| “O13 i 3 02 ; = 7 62%, 
ae 08> O83 
(33) 
On ) 
| 4 
| 125+ 68% i); 
082 08's 
On 
— cae 1 o2 wy Oley 4 
OL. puoee 2793 "ld 
& fof) 
(39) . 
| Reales oe Oy 2oW +! o2¢ 
| O85 § 0253 Py Sees 
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Voici quelques conséquences qu’il convient de remarquer. Pre- 
nons deux demi-périodes distinctes w, w’, et les quantités corres- 
pondantes 7, 7'. Considérons, en premier lieu, la quantité hw! —7/w. 
D’aprés (36) et (38), nous avons 


Dw’ = y Dw’ + w’ Dn = — 297/41 B20’, Dv’o = — o47/+ 4 g200, 
D(qw'—- 7/0) =o. 
0 0 
L’opération 4 2» 1g: +623 ee donne aussi zéro pour résultat sur 
63 


cette quantité, qui est du degré zéro ; donc, comme on peut le véri- 
fier aussi par (37) et (39), les deux dérivées de jw! —x'w sont 
nulles. Cette quantité est donc une constante numérique. Nous 
savons, en effet, qu’on a Loujours (p. 260) 

Tv 
(40) 10’ — 70 = mi—> 

2 


; : : eee ; 
m étant un nombre enuier, qui est Vunité si w et w’ sont convena- 
blement choisies. On trouve aussi par (36), 


w Dw’ — wo’ Dw = 2(qw! — 4'0) = min, 
ie t 
(41) ‘ Ww ™ 

| pe 

\ tw W* 


De méme, comme conséquence de (38), 


min 
| 2Da’—a Dyn = 4 82(40'— 7/0) = ee 
(42) pe 
| Dee _ mr ae 
f tn 12 72 
Notons encore cette derniére égalité 
(43) Bio = 7 Do Ody =— 277? 2 oo. 


Observations sur les équations aux dérivées partielles 
qui sont vérifiées par les fonctions ¢. 


Reprenons les deux équations (21) et(31) en mettant des lettres 
quelconques pour les inconnues : 


Fase = 
(44) A Ares C2) we ] 7) 9 > 7) 
IN eI Spr oo 
. O% | TERS Ces 
(45) Sua — Ds + (iy B20? + eu) =o. | 


Ou? 
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Voila deux équations a trois variables indépendantes 22, $3, u 
qui s’offrent dans cette théorie. Il est manifeste que lune est une 
transformée fort simple de l’autre. Si l’on pose z=pY, pour 
changer d’inconnue dans la seconde, et que p soit indépendant de 
uw, la transformée sera 


O27 Y 


Ou? 


Dy + (45 82+ eg — Dlogu)Y =o. 


Cette transformée coincidera avec (44) si lon choisit pour p 
une solution de l’équation 


D logy = ég. 
Or, d’aprés la relation (27), 
D log(éa— €8)(€a— ey) = 4ea, 


on a une telle solution en prenant 


eS V(ea— €8) (Ca ey)> 


On peut donc se borner a considérer l’équation (44), et nous 
voyons que ’équation (44) est vérifiée par les quatre fonctions 
suivantes, mises a la place de y, 


I 


V(e1 — €2) (e1— es) 


Tu, 4 U, 


I T 


4 nu, ni 
V (€2— €3) (€2— &1) V (Cpmmen) (ees) 


73. 


Nous pouvons méme multiplier ces quantités par des fonctions 
arbitraires de A; les produits sont encore des solutions, puisque, 
d’aprés l’égalité (24), Popération D, faite sur A, donne zéro pour 
résultat. On peut aller plus loin encore, et nous allons faire con- 
naitre un changement d’inconnue qui transforme |’équation (44) 
en elle-méme. Soit 

Y =f (U5 82, 83) 


une solution de l’équation (44). Considérons la fonction 


Ni=f (u+ nw; £2, &s); 


oli m sera supposé représenter une arbitraire, indépendante de wu, 


CHAPITRE IX. — DERIVEES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS. 311 


$2, 83; un nombre, silon veut. Voyons d’abord quelle est la trans- 
formée de (44) pour y,. Deux changements doivent étre faits dans 
cette équation : le premier consiste Aremplacer, au dernier terme, 
wu? par (w-+ nw); le second se rapporte a Vopération D, qui est 
faite dans (44) en supposant wu indépendant de gy, g3. Il est ma- 
nifeste que, mettant dans /, aprés l’opération, w+ nw au lieu 
de uw, on aura, d’aprés l’égalité (36), 


Oy, 


Ou’ 


ay ene Of aye 
Dy,= Df- Dw Dian =f —2n% 


par conséquent, la transformée en y, est 


0? oy 
(46) e SUA a Dy 17 82(U+ nw)271 = 0. 


Changeons maintenant l’inconnue en posant 


1 
nnur - n? nw 


Mines WE 
On aura 
I 02y, Due Mee Rell , 
Hii Oi = Von an on." nea 
i @ ip ONE 
a Hn, 


whe ae 1 172D1 
Pa oe y DY + nuDy-+ gn On 


Cette derniére égalité, d’aprés (38) et (43), se change en 


I I 
—Dy,= y DY + tng,wu — n?(42— Fy g2w?). 
1 


Substituons dans (46), et, réductions faites, nous trouvons 


o2Y 


yeah AN = 
aE Dee ee NE = CO 


1254 


c’est-a-dire ’équation (44) elle-méme. Ainsi, ayant une solution 
y= f(U; 22, 83), nous en déduisons cette autre 


1 
—nqhu— 5 n? NW 


(47) VY=f (U+NY; 82, 83)e 5 


dans laquelle nm est une quantité numérique a volonté. En parti- 
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culier, prenons n =1, et nous aurons pour cette solution, en par- 
tant de su, 


1 1 
— Nu— = Nw ined 
TS ES = oy eG Ek = 


ou, d’aprés une relation déja établie (VI, 48), 
a J 


O71, 


je = Tae : 
V(e1— €2) (€1— es) 


Crest 1a, on le voit, une nouvelle maniére de démontrer que la 
fonction o,u vérifie ’équation (45). 

Au point de yue de l’équation (44) elle-méme, si l’on change 
encore, dans (47), uw en w+n'w!, en multipliant par le facteur 


—n'n! (u+no))— 4 n'?1'o)' 5 A 5 9 
2 , On voit que cette équation admet la solution 


yar(utno+ UO en SIR tRn ROtnO") 
ot. nr, n' sont des quantités arbitraires. On peut, en outre, multi- 
plier y par une fonction arbitraire de n, n’, A, intégrer ou diffé- 
rentier le produit par rapport an, 7’, et on a encore des solutions. 
Par exemple, (wo!u—7uw¢w) est une solution de |’équation (44), 
obtenue en différentiant, dans (47), par rapport a 7, et faisant 
v= 0: 


Equations hypergéométriques avec V’invariant absolu 
pris pour variable indépendante. 
Si Pon considére une fonction de gs, g3, homogéne comme les 
précédentes, mais de degré zéro, on peut envisager cette fonction 
comme dépendant d’une seule variable, l invariant absolu J, 


os 9 a2 2 : 
(48) Try ee ad yy 
Comme DA est nul (24), ona 
3d) 2(J —1 4S 
Die ee Us 3 = 4 V3(J—1) JAS. 


Soit z la fonction considérée; elle aura une dérivée par rapport 


At 
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a J, et, si Yon connait Dz, on en conclura 


ds dz 
Ds = GDI = 4 V3(5—1)? Jas oe 


Prenons, comme de telles fonctions z, homogénes et du degré 
zéro, les deux suivantes x, y’: 


(49) 2=wAl2, y= 12, 


dz [ Spans? ye. 1G I PA ERS 
(50) = =———=(J—1) 27J-*A on =— | eG yp mca lie oe 

ds V3 i We. ‘ 
el, suivant (38), 
dy’ I SR ele ae t ily 2 ie oh 1 
= (1d AN ee 1 ow =(J —1) 2J 3A *4(AS)2 0, 
Tia oa) 2 7a ) ( 

dy' I Ate St 

51) = LT) 2 aa 
( dj NAW SS 


Conservons la quantité x; mais, au lieu de )’, prenons )’, 
ae 
(52) i 2 oe 
3 


2 


et les deux relations (50) et (51) s’écrivent 


(53)) \a- 
{ 144.43 0 2 24(73 — Ay —2 = 0: 


dot lon peut tirer une équation séparée, soit pour 2x, soit 


pour y, 
é x ’ dr 

(54) et ar + 4t(4 Cai ie =0, 
7 ay 2 , dy 

(55) J( J) op paGss =! Do i = O 


Ces équations appartiennent au type hypergéomélrique ou 
équation de Gauss, et nous y reviendrons dans le Chapitre sui- 
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yant. Elles déterminent les quantités w, 71 en fonction des inva- 


riants (*). 


Applications: Limite de a quand le discriminant tend vers zéro; 


variation de — quand le discriminant est positif; exercice. 
Ww 


Les formules qui donnent les dérivées de 4 et de » par rapport 
aux invariants sont souvent utiles, Nous allons, a ttre d’exercice, 
en donner ici trois applications, ot les invariants seront supposes 
réels. 

PremizreE appiication. — Démontrer que, le discriminant 
3 £3 


o 


282 


4 7 . : 
tendant vers zéro, le rapport = tend vers la limite >» comme 


on la déja reconnu (V, 32 et 33). 
Prenons |’égalité 


| 


(56) Ne 


5 630 — ose 0), 

en y entendant par w la demi-période unique qui reste finie et 
continue quand A tend vers zéro. On se rappelle qu’il y en a tou- 
jours une dans ce cas (voir Chap. II et IIL): deux demi-périodes 
différentes jouent tour a tour ce réle, suivant que g3 est positif ou 
négatif. Ce sont la demi-période réelle et la demi-période purement 
imaginaire. Le premier membre de l’égalité (56) devient done nul, 


A eee 1 32 5 5 
et Pon a effectivement, a la limite, + = —=*- Mais, si lon prend 


1) 252 


maintenant une autre demi-période, on aura 


n NUT 


O) Oxe) 


Le second membre est infiniment petit, car © est infini. Done 


ech i 
aes! la meme limite que a4 
(0) 


(0) 


(1) L’équation (54) a été découverte par M. Bruns: Ueber die Perioden der 
elliptischen Integrale erster und sweiter Gattung (Dorpater Festschrift, 875); 
elle a été reproduite par M. Félix Klein dans son premier Mémoire sur la théorie 
de la transformation : Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und 
die Auflosung der Gleichungen fiinften Grades (Math. Ann. t. XIV, p. 124). 
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Devxtime Appiication. — Quand gy reste fixe et positif et que 
&3 crott depuis — (7 (2) ee 2) jusqwa + (/ (2) ‘ (en sorte que le 
discriminant reste positif), 7 — crolt constamment depuis —- = 2 
Jusqwa + ea désignant la demi-période réelle ou la 


demi-période purement imaginaire. 
Par les relations (37) et (39), nous avons 


On To) : 
ja(o See a) 1262 3085 ON Eg 2 


083 08% 
3 g: mB is 
== 11) 2) (4 = ree + pe 
2 £9 


(= 3 5 
o On \ 2 
2 3 82/7 53 ie 
O83 A 103) 2 §2 4 & 


On voit que, g» et A étant positifs, le second membre est tou- 


jours positif. Done “ est constamment croissant. Pour les valeurs 


extrémes de gy, le discriminant est nul, et les valeurs extrémes de 


% a 
5" of: [ oO 
on See 122, 
w 2 £2 2. 3 


Troistime appiication. — Le discriminant étant positif, éla- 
blir que la fonction f(&) 
FE) = 02 — 7s — 4 82.0 


(ot. w désigne la demi-période réelle) est négative pour =e 
et pour § = és, et quelle est positive pour §=e;. 

Cette application, un peu plus compliquée, est utile pour la 
théorie du pendule, comme on le verra dans le tome II. 

Formons la dérivée de f(&) par rapport a g3, en y supposant 
que § soit e,, é2 oue3. Envisageons d’abord la quantité 


aa) On 
A £2 de oe \e 4 =a . 
(57) [ ($42) ge —85e |= Po+ Qn 
Les coefficients P et Q s’obtiennent par la substitution, dans 
Ow On 
cette égalité, des expressions trouvées [OOwr Cb 
O83 03. 
P= 2 880? 4 gzi—3 §283) 
=— 3 oats eet +7 o3- 
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Formons ensuite les produits Q§ et Q&?, eny faisant disparaitre 
§*, par le moyen de 


(58) 4&3 — go, — g3=0. 


Nous trouvons ainsi 


c=P, 
ema 2 
OSS eit er eres 6s 
Comparant cette derniére quantilé & — 5 g2Q, on obtient 
A 
Ah eS | aes ae 
(5 5 8&2) Q= 24 


Remplacant P par QE et Q par cette derniére expression dans 
(57), nous aurons 


par conséquent, en différentiant f(§), nous aurons 


Og ein ner 09) sON 0k 
ope: b 82) Fe ae + (2Wé oe 
of LO Se eon 
2 12 — ge ra — gy” 
aE) Si Geo 
Ogas Gia las ey 


La forme si remarquable de cette dérivée va nous permettre de 
démontrer la proposition annoncée. Ecrivons-la ainsi 


(59) 3 6(120?— 3) = : =f(§) +1 e20. 


. . . T &s \ 3 
Observons maintenant que, g3 croissant depuis —\/(£) 


° <i "5 3 , x . . = . . . , 
jusqu’a +- (/(£) » f(&) ne peut étre infinie qu’a la limite infé- 


rieure, ol 7 et w sont infinis. Elle est ensuite toujours finie. 
Elle est nulle pour la dernicre valeur de g3. En effet, le diseri- 
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minant étant alors nul et gy positif, es et e; sont égales entre elles ; 
par conséquent elles rendent nullela dérivée de 4&3 — ao 83: 


eee 
mim ef0, b=—1)/2. 


Cette valeur de & coincide avec celle que prend alors — 1, comme 
Ww 


ona vu dans la seconde application. On a done 


D’autre part, on a 


"(€1) + f (€2) + f(e3) = we? + e2 + 2?) —n(e14 e+ €3)— +t 2au, 
: d ¢ 1 7} 3 / 250) 


82: 


&€4 + €2 +7 €3— O, e 


JN Cd) set (Cx) ae (Ca) = Oc 


® 
<r 
| 
| 
a 
wr 
I 
nl 


Done f(e,) est nul, en ce cas, puisque f/(e.) et f(e;) le sont 
aussi. 

Rappelons-nous aussi que la dérivée 1262— po, du polynéme 
(463— 2. — g), dont les trois racines sont ¢; < e, < é, est po- 
sitive pour les deux extrémes, négative pour la racine moyenne; et 
aussi que é, est positif, e; négatif, e, positif ou négatif. 

Revenons maintenant a l’égalité (59) en y supposant § = e,. Le 
coefficient §(12€2— g») est positif. Comme 4 9 west aussi positif, 
on voit que ie est positif quand f/(e,) est nul. Done f(e,) ne 


passe par zéro qu’en croissant, et, comme zéro est sa valeur finale, 
nous voyons que l’ona toujours f(e,) <0. 

De méme, en supposant & — @3, nous avons un coefficient néga- 
uf §(12§— gy); la conclusion est opposée : f(e;) ne peut passer 
par zéro qu’en décroissant; donc, zéro étant sa valeur finale, on a 
toujours f(e@;) > 0. 

Pour ey, il faut observer que sa valeur finale, coincidant avec 
celle de e;, est négative. Faisons croitre gy a parur de zéro, de 
telle sorte que €. reste négative. Alors e,(12e;— g2) est une 
quanulé positive, et, par le méme raisonnement, on voit que / (2) 
est négatif, quand gy croit ainsia partir de zéro, c’est-a-dire quand 
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€»y est négatif. Pour le cas opposé, observons que le polynéme 
J (s), dont les termes extrémes ont des signes opposés, a une seule 
racine positive, a laquelle e, est inférieur, puisque /(e,) est né- 
gatif. Comme e, est moindre que é,, é2 est moindre aussi que la ra- 
cine positive de f(s); par conséquent, si é, est positif, e. entre les 
deux racines de f(s) ct f(e2) est négatif. Donc, en tous les cas, 
ona f(eé2.) <0. C’est ce qu'il fallait prouver. 

Voici quelques conséquences de la proposition qu’on vient 
d’établir. Considérons le quotient de f(€) par w, et soit a) (&) ce 
quotient 


bY) __ bs n> 1 
OA ae Go eee te oe 
Il est prouvé qu’on a 
0(é) <0, (3) <0, o(é3) >0. 


Prenons maintenant la quantité analogue, également réelle, en 


mettant la demi-période purement imaginaire 


feel changement de foie aes i) o(é), 0(€2), 0(é3) se 
changent respeclivement en b(é3), ay (e.), u(e,). Oncanlonc 
Y(e1) > 0, (er) <9, v(e3) <0. 


De la résultent, pour les six quantités 9 et , des limites plus 
précises ; car entre ces quantités a lieu la relation 


w—e= (3 a \e= ae ee 


19) 163) 


Kn désignant par une seule lettre la quantité positive 


_ tn 
7 200 
on a donc 
— Cé,< 9(€,) <0, 0< b(e1) < ce, 
\<o: <o 
©( é5 (es 
0 ( 2) CE (eo) Ces, 


0 < 9(€3) <— ces, ces < (e3) <<. 
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La fonction /(§) a pour derniére valeur o quand A devient nul, 
8s étant positif; nous n’avons pas précisé sa valeur extréme pour 
A=o0, g3 <0; ce qui serait cependant facile, au moyen de l’ex- 
pression asymptotique de w, mais entrainerait 4 quelques détails 
un peu longs. Ici nous voyons que o(&) est nul aux deux limites. 
Ainsi 9(e,) et o(é2) partent de zéro et reviennent a z¢ro en restant 
toujours négatives, 9(é3) part de zéro et y revient, en restant tou- 
jours positive. 


Dérivées par rapport aux périodes. 


La connaissance des dérivées, prises par rapport aux invariants, 
va nous permettre de trouver, par un calcul direct, d’autres déri- 
vées bien moins immédiates : celles qui sont prises par rappor! 
aux périodes. Il est clair que le systéme de trois variables w, w, w’, 
peut remplacer le systeme u, £o, £3- 

Ce changement de variables se fera, 4 la maniére ordinaire, par 
le moyen des relations (37) ot lon mettra successivement w et w/ 


au lieu de w. Mais il est beaucoup plus simple dutiliser la rela- 
tion (36) 


a) eRe 
Dw =— 27, Da 12855, Base aes 
52 53 


Soit z une fonction quelconque des variables ci-dessus; on aura 
avec les nouvelles variables 
OZ a) 


Zz : Oz , 02 
(60) IDs == jo DP = a(1 me 7 ). 


Cette formule (60) nous suffira; mais on peut y joindre la rela- 
tion d’homogénéité 


Oz Oz Oz Oz 
& (eae EC eee deen (5 fea 
(61) (0) aS + w oe 452 O83 3 83 


Soit, par exemple, 4 = 4; on aura, d’aprés (38), 


On an 1 
Ul rr a Ri 


(62) | 


on : 
Oi ae aa Sp 
Ov) w 
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. 7 
dott Pon Urera, en supposant 40! — 7/0 = mi» 


On 2t 1 ' ! 

a eae (72 S200’ — 4H Ve 
‘ 

On DW Bn op nc s 5 

dw Som OE ea) 


Soit, en second lieu, s = A, on aura, d’aprés (24), 


ON 5 (oh 
Ula, sar Uae, == 
Ow Ow 
ON ON 
) + w'-— =—12A, 
OW Ow 
OX DIE OA DA, 
A ea NT) ’ = See 
Ow me Ow mr 


formules intéressantes, faisant apparaitre 7 et 74’ comme étlant, a 
des facteurs numériques prés, les dérivées logarithmiques du dis- 
criminant par rapport aux périodes 


minx dlogA mix OlogA 

(63) See Ses eae ea Se 
24 dw 24 Ow 

Enfin l’équation fondamentale (21), satisfaite par v= ou, se 
change en cette autre ° 
6 Ov Ov ; ov 1 5 
4 — + 2ayn-—- 427) 4 4H pent? vy =o. 
nee) Ou Oe) l Ow) F2o2 OY 


Cette forme ne semble guére pouvoir étre utle a cause de 
la présence des quantités q, 7/, g2; mais un changement d’in- 
connue va bient6t faire disparaitre ces quantités et nous con- 
duire a la propriété fondamentale (VII, 37) qui caractérise les 
fonctions 3. 


Dérivées par rapport a logq. 


Dans un des paragraphes précédents, on a considéré en parti- 
culier les fonctions homogénes et du degré zéro; il convenait, 
pour elles, de prendre comme variable linvariant absolu J, au 
lieu de gy et gy; car elles ne dépendent que d’une seule variable, 
non de deux. De méme, pour ces fonctions, au lieu des deux ya- 
riables w, w’, on devra considérer une seule variable, le rapport 
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de ces deux derniéres. Nous affecterons, en outre, ce rapport dun 
coefficient numérique. Soit donc Q cette variable 


Nous avons, d’aprés (41), 


a 4 () Ul 7 
D2Q=—m(—) >, wo’ — 7/0 = mi-- 
, 2 


Soit z une fonction homogéne et du degré zéro; sa dérivée, par 
rapport a Q, sera fournie par l’égalité 


Par exemple, DA étant nul, on aura 


mt \2 12 
DiAol)=—o47 Awott= — m( ) LAO) 


oy GO 


d(Aw'?) — 247 
dQ ~~ mz 


12 
w ? 


Ri mr dlog Aw? 
(65) qo) = —— ———— 
A dx 


as . 1 eG 
Si Pon suppose jw! — 7/0 = 1 = c’est-a-dire m=r1, alors 


coincide avec la quantité désignée par logg au Chapitre VII, et 
on retrouve la relation (VIII, 48) 


xz? d log Aw!2 
(66) {oO = — : 


24 dlogg j 
Notons encore, d’aprés (43), cetle autre conséquence 


67) dio OY 
aly SS a 
7) d2 mr | 
Nous yenons de supposer une fonclion ne contenant pas wu 
Prenons maintenant une fonction des trois variables uw, w, w’, ho- 
x r ) Y 
mogeéne et de degré quelconque p, en sorte qu’cn ait 


Feu, ew, pw) = pP Fi u, a, w). 


C’est ainsi que dw est une tclle fonction cu degré +1, Cu du 
Iz 


21 
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degré —1, pu du degré — 2, etc. Prenons la combinaison 


F(209, o, w’) 

io, 2) = eager a 

c’est une fonction des deux. seules variables 9, ®. Calculons les 
oF OF OF 
du’? dw’ dw’? * 


rivées partielles de F(w, w, w’) dans lesquelles, aprés le calcul, on 


dérivées. Il est entendu que .. représentent les dé- 


OF @ Pais 
remplace u par 2w¢. Quant a - ee ..., ce sont les dérivées par- 


tielles de f par rapport aux deux variables y, ®, qui figurent dans 
cette fonction. 
En dérivant, par rapporta¢, w, w’, les deux membres de l’égalité 


wP f(y, 2) = F(2we, wo, w') = F(u, w, w), (u=2we) 
nous avons successivement 


of 2 OF of 4 oF 


BY) 00 ~ wpHt Ou’ 002 ~ p=? Ou?’ ia 
Of 02 OF oF of oF 
p=—1 cl A peer = = aS Soe eee ele ee 
eae 60:00. Ou SS dw ae ov | Ow” 
Of 02 OF 
P= — ==  ——_ 
o" 02 dw! dw’ 


Se De es of of [02 _, aR 
legge ny ae ee (af ) oo 5 (155 a mat) 


D’ailleurs, comme on le peut aussi vérifier directement d’aprés 
la définition de Q, 


dQ 0Q m [nr \2 
See ae Pee fies 
"G0, 7) Des a A ; 
en sorte qu'il vient ici 
OF OF Of mr of 
6 =— at — —— y —-1 e a i _— * 
(69) 4 OW ag Ow! ie (p/ =) 2 ae 02° 


Nous allons faire usage de ces formules de changement de va- 


riables (68) et (69). 
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Equation aux dérivées partielles, vérifiée par les fonctions 3. 


Conservons aux lettres employées les mémes significations que 
dans le calcul précédent, et prenons la combinaison 


2p+1 
(70) =e -mer'(Awt?) * f(y, Q). 


Les coefficients introduits sont homogénes et du degré zéro, en 


sorte que Z est aussi une fonction des deux seules variables, ¢, Q. 
Calculons les deux dérivées suivantes : 


QZ IEEE 0 
OE = e200" Aust2) 24 | i synod (6r20rer— fue) /], 


se 2p+1 E dn 


= e290? (Awi2) 2% 


a ea 2p+i dlogAw!? , 
02 ho) 24 de 


Formons maintenant la combinaison 

zB Oz 

7 US = m2 — 
(71) 3 +4 7 F 9 


et examinons d’abord quels sont les termes contenant seulement /, 
sans dérivées. 
Sauf le facteur placé en dehors des crochets, ces termes sont, 


d’aprés (65) et (67), 


she tepetal srs/ieleye;s: at's) al'shs 16742 w292— 4qo, 
d 10) 
—8 mmo? —— = — 1672 wo? + § grt o?, 
2p! d log Aw! 
+ _ mT ae =>-+ 4(2p+1)qw. 


La somme de ces coefficients est (8pyw + 4 220'¢?). Les autres 
termes n’offrent pas de réduction, et lon a ainsi 


_ 2p+1 
e2nwr? (Aw!2) 2% U 


oi of OE 
= + 87 (of Sats + 4mm <> 


+tgowto?f; 


ce que nous pouvons écrire, d’aprés les égalités (68) et (6g), sous 
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cette autre forme 


= Se QF OF OF 
(73 )), BOR sate aM (N82) 5 AO RON UC ate ees aa a 27! + fj egouF. 


Telle est la transformation de la quantité U(71), quand on pose, 


conformément a Pégalité (30), 


ap+l 
BPE PCs OO) 
eS ee 


(73) B= E-2Nwv* (Awi2) 2% U = 2W?, 


GP 
et que F est une fonction homogéne du degré p. 
Nous retrouvons ici, dans l’expression (72) de U, le premier 
membre de l’équation (64); c’est aussi, nous l’avons vu (p. 320), 
le premier membre de l’équation bien étudiée déja 
ony 1 P 
Ga) ae — Dy + 7rs2Wy =o. 
Cette derniére a done pour transformée, avec les variables sz, 
g, Q, 
023 OZ 


re OL 
TD + 4m7%—=0 
(79) Og? O2 


UT 
ou, en supposant m2 = 1 (no! = 7 oO= — p 
2, 


Daa Be Gy’ 
es eine 02 ae. gee aa 
-) 2 ' ra ! a Seen . 
Ov dlogg 


(79 @) 


Crest Péquation déja trouvée (VIII, 37) comme étant satisfaite 
par les fonctions S», d’aprés la forme de ces fonctions. Nous al- 
lons maintenant, d’une maniére sommaire, retrouver ici, par une 
voie nouvelle, les principaux résultats obtenus au Chapitre VIII. 


Expression des fonctions 3 par les fonctions ¢. 


Paphos 2: dans (73), F remplacé par o, dont le degré p est 
Vunité. La fonction 
1 F(2W3 wW, w’) 


B(v) = e-2Nwe? (Aw!2)8 
Ww 


sauisfait a l’équation (75 @), puisque ¢ satisfait a Péquation (74). 
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De plus, d’aprés la propriété de , 


o(w + U) 
o(w — tu) 


— ern, 
la fonction za la propriété correspondante 


a(}+0)=2(}—.e); 


c’est aussi, comme @, une fonction impaire. En admettant donc 
quelle se développe en série trigonométrique, on posera 


4(¢) = A; sinvn + Az sin3em +...+ Agny1 Sin(2n++I)em+.... 


L’équation (75 @) impose aux coefficients A, indépendants de 
¢, la condition générale 


= (an oie 1)? m2 Aon4y t 4m 


La solution de cette équation différentielle est 


Sy 
Agni = Cont+19 Z ) 


le coefficient Cy,,, devant étre purement numérique. Pour deter- 
miner ce coefficient, invoquons, avec Jacobi (*), la propriété que 
posséde ¢ de s’annuler pour wu = 2w!; par conséquent z(¢) doit 


if 
A Ww 
étre nul pour ¢ = =o Cette valeur de v donne 
é 


: I (2n+1)Te 
sin(2m—+1)oT = —\e 


-& \ 
(2n+1) 1i- ) 
: 2) 
20 


I . 
== (gq—(2n+1) — g2n+1), 
ae? 1 


wo —e 


‘ (FS) 
Aon+1 Sin(2n +1)9T = -—Conaig\ 2 (gq — Bn) — g2nt1 ) 
2¢ 


tN 2n+3>2 
= areca = 5 ml 


On doit done avoir 


o= Le thelg)— 9) ]+ elgg] + ole 9] -...), 


GS Gi, OE Gp Oe, Co — 12 C1, 


(‘) Ueber die partielle Differentialgleichung, welcher die Zahler und Nenner 
der elliptischen Functionen gentige leisten (Journal de Crelle, t. LXXXVI, 
et C.G.J. Jacobi’s gesammelte Werke, t. Il, p. 170). 
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Il n’y a donc plus qu’un.coefficient numérique c, inconnu dans 
la formule 


i 9 (==). . 
4(¢)= cy] g* siner — g* sin3em +...+ (—1)?” 2 SIN (27+ 1)PT... 
a q Jeg. ) 


Au Chapitre VIII, le coefficient, par ot la série et la fonction 
considérée différaient, dépendait de gq, et il a fallu un détour assez 
long pour trouver l’expression effective de cette série. Ici le coef- 
ficient numérique c, se trouve aisément. Supposons, a cet effet, 
que le discriminant tende vers zéro, g3 étant positif. Alors g tend 


vers zéro; et l’ona (Chap. II et III, p. 67 et 89) 


D’autre part, la dégénérescence de ou donne ici (VI, 38) 


o(209) =. 


e—2nwe? x —sinet, 
T 


5 
comme on le yoit, en se rappelant que nw a pour limite ~ (Vi532) 


On a donc 


tee 


i =2/rsinen, c= 2/n- 
gé 


Ainsi, en posant, comme au Chapitre VIII, 


1 g) 
(76) RAL ree ners oe 


2n+1 


ase any 2 rete BO d) 


on a, pour cette fonction, l’expression 


1 wt eons 
(97) So = ts(0) =(/2 sbaue nthe U = 209, 
vn i 
conforme a celle quia été déja trouvée (VIII, 49). Les autres re- 
lations analogues se déduisent immédiatement de celle-ci, et il 
n’est pas utile d’y insister. On peut seulement dire qu’il est loisible 
de les obtenir directement en construisant les autres fonctions S, 
comme on vient de le faire pour 3,, au lieu de les déduire de 3,. 
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. 4 . 
Par exemple, en prenant, pour F, la fonction Ve,— e; ¢,u, qui 
satisfait a l’équation (74) et a pour degré p= — $, on aura 
B= Vwe—2nwe? W/E, — €3 F2(2W0); 


cette fonction devra vérifier l’équation (75 a), et l’on pourra former 
son développement, comme on vient de le faire pour la précédente. 


Equation aux dérivées partielles pour le calcul 
de la fonction v,(u). 


Soit encore F(z, w, w’) une fonction satisfaisant a l’équation 


o2F 
la fonction y = F (nu, w, w’), ot n est une constante quelconque, 
vérifiera l’équation 


2 
: i ye fs 8&2 Wurty =o. 


n2 du? 


Faisons le changement d’inconnue 
"ol (GALE 


1 0? 1 2 dz 
pe ea + anetu — + n'Cu— n*pu, 

I 
Dz + nDlogsu= — De+ n3?(Cu— put qes2W?)- 


qlee 


ws 4 OB a. 08 
Letina) ft 122? oe, ~ 32 Oe 
dz ; * 4 4 0z 5 any OB 
— + 4p2?u—3 a &3—— +363 —- 
My IO cel alae) 767 1 a rv 


Sil’on met cette expression de Dz dans (79), on voit dispa- 
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raitre les deux termes en Cu, car on a 


La variable pw remplacant u, il faut aussi changer le premier 
terme 


OZ 


rz — Ors 2 1 " 
aut (Opus? “" Opu P 


Ainsi, soient 
_ F(nu) 
RAG DIES 


72 IO Me 4 


F (uw) satisfaisant a la relation (78): la fonction z vérifie Péqua- 
lion 


02% S2 Oz 
Rp Oy calcgmen Sis eee ce ype Sytner 
| (ia — sue — 20) 5 — [4nt— 8)a*— nt 3) | 
(80) WE Nz 
—n?( 1283 a ae5 “=. + n2(n?—1) 2s = 0 (1) 
082 * 083 


Supposons F(w) = cu. Alors z coincide avec la fonction vp (u 
PE i 
qui sert de base a la théorie de la multiplication de l’argument. 
Ainsi la fonction Un(u) vérifie Péquation (80 ul pourra ser- 
t a yee Rae 
vir 4 calculer ¥, (wu). 
Supposons, par exemple, n impair; v,(w) est alors un poly- 
pp ’ ple, et pes 
ndme entier en pu, dont on connait le premier terme (IV, 13), 


n2—1 n2—1 


UU oO IN ee ee 

En écrivant ce polynéme avec des coefficients indéterminés et 
substituant dans (80), on verra les coefficients se déterminer suc- 
cessivement sans difficulté. Mais nous ne voulons pas nous arréter 
sur cette détermination, qui, déja pour le cas nm =5, entraine a 
des calculs fort longs. Cette méthode est, il est vrai, la seule que 
nous possédions pour trouver Uv, (w) sans calculer d’abord les fonc- 
tions d’indice moindre; mais elle n’a été jusqu’a présent d’aucun 
usage. 


(‘) Cette équation reparaitra dans la théorie de la transformation; nous dirons 
alors comment elle s’est présentée dans les travaux récents de M. Kiepert et de 
M. F. Klein. 
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Pour le cas ott nm est un nombre pair, Péquation (80) s’applique 
encore a4, (w). Mais 4, (w) a la forme 


Une) =— p ue, (1), 


et W,, est un polynéme entier en pu, dont on connait le premier 


terme (1V, 13), 


W,(u)=—tne ? +Bex ? SAG, 


a. 
2 


Il convient done de faire, dans l’équation (80), le changement 


oS pu Y= Ga —= £20 — £3 Ve. 
On trouve ainsi la transformée 


Oa ae 
Ox 


| (4 3— 22% — 83) 


— [ 4 7? — 18) x%2—(4fn?—g “| 
~ ) 


OW 9 og OWia : 
=n? (1g, Et ae ) + (n? —3)(n?— 4) eV, =0. 
rome ¢ 


I] existe aussi une équation linéaire aux dérivées partielles, du 
second ordre, satisfaite par la fonction y, (Chapitre IV) avec les 
variables indépendantes y, ety}; mais cette équation trés com- 
pliquée n’a pu étre utilisée, et nous renverrons le lecteur au Mé- 
moire ou il pourra la trouver, s’il le désire ('). 


Sur un systéme d’équations différentielles. 


Nous avons vu précédemment que, si 3 est une fonction homo- 
gene et du degré zéro, sa dérivée, par rapport 4 Q= logg, s’ob- 


dz a \2 
do --(2) Dz. 


Nous avons aussi formé De,; de l’expression (25) trouvée pour 


tient ainsi 


cette quantité, résulte, ainsi que de Dw =— 27, 
d( eq?) LW , , 
Pa") = § (2 gy0' + Gegu?ne — heZo). 


(‘) Sur deux equations aux dérivées partielles relatives a la multiplication 
de Vargument dans les fonctions elliptiques, par M. Halpben (Comptes rendu:, 
t. LXXXVIII, p. 698; année 1879). 
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Joignons encore la relation (67) 


dnw 2 
ae = (he bo); 


observons que g.w* est exprimable pareé,w?, @:w?, €3W?, ains! 


— 1 gow = €, 2 e2W?2+ €2W2e3W?+ C3072 e, 0, 


& 


et concluons que les quatre quantités ,w, ew? vérifient un 
systéme d’équations différentielles, dans lequel la dérivée de 
chaque inconnue, par rapport a Q, est exprimée sous forme qua- 
dratique et homogéne en fonction des inconnues. 

Comme la somme des trois quantités e,w? est nulle, on peut in- 
troduire trois quantités seulement, au leu de quatre. Posons done 


Ly =O + Cgw?, Cy Si Dy Be 


Nous en concluons 


=e 21 — 2 
LB Ly = 2HW + CBW? Cy HO? = 2q4W — Cgw?, 


d(xg+ xy) ' 
= a OY t &wt+ eZ w'— Hw eyw*= xg xy. 


Ainsi les trois quantilés x, vérifient le systéme d’équations dif- 
férentielles simultanées (*) 


Ge ee (a+ 25) d (xs 21) 


a ee dt = X23, at = OSI, 


dt 


sur lequel nous aurons occasion de revenir. Il se transforme d’une 
maniére remarquable si lon introduit gy, w* et g3w®. D’aprés la 
définition (6) de lopération D, on a 


= Se 
Dge= 1283, Dg3=32 g3. 


(*) Ce systéme d’équations fournit la solution d’un probléme posé par M. Dar- 
boux (Annales de UE'cole Normale, 2° série, t. VII, p. 149). Ila été intégré par 
Pauteur du présent Ouvrage (Comptes rendus, t. XCII, p. 1101). Voir, sur le 
méme sujet, une Note de M. Brioschi et une seconde Note de M. Halphen dans le 
meme Volume, p. 1389 et 1404 (année 188r). 


J 
CHAPITRE IX. — DERIVEES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS. 331 


Il en résulte 


de wt ; 

a = 28,w' qo — 3.830%, 
dg3ws 

LF = 38308 nw — i e308. 


En y joignant l’équation déja citée 


Fe te ere BO 

on a ainsi un autre systeme, qui est un transformé du précédent. 
Remplacant qw, g20*, 93% par les lettres x, y, <, on peut dire 
que le systéme 


dx ee , 

Ail ae Se oe 
(8 SE Ie 
>) WY = say — 34, 

dz 

PS ae Der ee 


est le transformé du précédent (81) par la substitution 


B= $(M1+ Lo+ 3), Y= £( Bit LB + v3 — U1 %_— Lo%3— L324), 


& = fe (22 — %2— %3)(2%2— ©3— %)(2L3— L1— Hp). 


C’est ce qu’on voit aisément en exprimant @,, €2, @3 par L1, Xo, 
Ls, PUIS Lo et 3 par ey, eg, C3. 
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CHAPITRE X. 


DEVELOPPEMENT DES PERIODES EN SERIES HYPERGEOMETRIQUES. 


Equation hypergéométrique. — Série hypergéométrique. — Diverses solutions de 
Véquation hypergéométrique. — Cas particulier ot Pun des coefficients est nul. 
— Développement des périodes en fonction de Vinvariant absolu. Discriminant 
positif. — Développement des périodes en fonction de l’invariant absolu. Dis- 
criminant négatif. — Développement de K et Kk’. — Intégrales complétes de 
Legendre. 


Equation hypergéométrique. 


Soit l’équauion 


/ ay 1 I~ 1 Wane i Ue 73 dv 
| ae OO \ Ga, ee, aia) ae 
¢ 


os a Git Ups Of a= acas 


4 


4 L-— A) (2 = az) 


fe acon pire ESCA ad PU SC ita UO 
© (@ = a_)(%— as) © cornea 
Elle a deux propriétés caractéristiques : 
1° SiPon y fait y= (a — a,)"Y, la transformée en Y ne dif- 
fére de la précédente que par le changement de g, en — qy. 
En effet, en dénotant les dérivées par des accents, on a 


y" mt 1 Y' Tho) 


sO aaa ON ere a 


tee, La ee eae 

yo @—a ¥ Yee. y 

I—g2 y'  1—@qe Y' fe qi(t— qz) 
L— A, &— a, Y (2a, )(G =a) 


I— 93a y  1—@s YX qi(l— 3) 
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D’ailleurs 


(I= G1 — Fa— F3) A— 91 — Ja + Fs) 
h 


4 - M1 (1— 42) 
ee Tea ce AG — 92) 
fi 
= (I+ a—@yP—a A+ g—a—gs)Iitu— qt q3). 
4 4 


Le coefficient de vy, dans (1), se compose de la somme de trois 
termes. La derniére égalité montre que le premier de ces trois 
termes subit la transformation indiquée; en échangeant les indices 
2 et 3, on obtient pareil résultat pour le troisiéme terme; quant 
au second, il n’est pas altéré par le changement de g, en — q,. Le 
résultat annoncé est donc établi. 

2° Si Von fait le changement de variables 


r hin Go 
aX + i pamela Sia 8 
see y = Y(aX + 8B’) 2 


== fie Wo 
a X + 8B’ 


accompagné du changement de lettres 


%An+ 8 
an = 5 


Sang E282) 


la transformée en X, Y reproduit la proposée, sauf changement 
) I proy ) § 
de %, Vy, @1,.42x, @, en X, Y, Ag, As, Az. 


Pour le prouver, soient 


Mea Vie eed 
2 


C= Uf = aXe GF, Unz= aA, 6" 


on en déduit 


1 u Us U2 


= i 7 i) 
L— Ayn a3’ — Ba’ X— A, 


Tl suit de 1a les relations 


1 dy u a: dY +7!) 
jade (Be ea XY aX 


9 2 2 Ne 
ee: = 2 :) EE gee + 2(t eS) ae Z -o(t iy]. 
yaa 4 
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Si Von écrit la transformée ainsi. 


re aeNE ; ie Nt 


> 


Yue ax 


ses coefficients auront les expressions suivantes : 


= , 7 a) Ua RL G9 tla (1 — G3) Ur 
Fad as aus CEI Wau G2 an aa a 


GO oer oe Col: 
wWQ=t(t+I1)a + TH foe te ING X — A3 
re (1— 91 — Ja 93) U1 Us 
2 (X — A,) (X — Ag) 


CAO SE A gh |. 
CRAs) (Ay) (X= A3)(X — Ay) 


Dans l’expression de uP, remplagons 2(+ +1) par 


Gi) (he) ot Ba), 


qui lui est égal. On a 


1, UW ee aw A,+ 8  a'X + 8’ u 
HS GEST a tees, CEES OE 


La méme transformation étant faite pour chacun des trois 
termes analogues, il en résulte 


=" 94 =o es 
i -- = . 
Se = ee een 


Le coefficient P a donc bien la forme annoncée. 


Pour s’assurer qu’il en est de méme a ’égard de Q, considérons 
la quantté 


T= Np gs)e 
DR = 
we 3 (X= AX aay 


Décomposons cette derniére en fractions simples. Comme on a 
u2 = (aX + B')2, 


il existe d’abord une partie enticre 


= a@2[(1— 91— Ga 2) Pay (heas ga 


G3a+ a) +U— Ga— Gi + F2)I 


e303 — Gi — 92— 93s) = 3(% +1) a2. 
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Pour obtenir le numérateur de la fraction ayant pour dénomina- 
teur X — A,, il faut prendre dans u?R les deux fractions dont les 
dénominateurs sont (X —A,)(X— A.) et (X —A,)(X — Aj). 


La premiére fournit le résidu 


2 


We Es uj 
Bee teal t2ael?) Ko eeiA 


—(I m+ 73 A ts 
BA wear 


Dans u?Q les deux fractions dont les dénominateurs sont aussi 
(X —A,)(X — A,) et (X —A,)(X—A;) donnent les résidus 
correspondants 

T Uy Us 


le gt ie Ts ae 


es Gp 2=0 OR) = . 
5 qi 72 DEIN, 


La somme de ces derniers, moins celle des premiers, fait 


: Uy (Uy — Uy) a, U;(Uz;— Uy, ) 
pe MiG + qs) There Ba es 2?) Agee 


= (I—9i— Fa + 3) % AG M+ 72—F3) & Uy = — 84 (I— |1) W. 


En y ajoutant le numérateur t2’/(1 — q,) uw, de la fraction a dé- 
nominateur (X — A,), qui existe déja dans u?Q, on trouve ainsi 
zéro. Toutes les fractions disparaissent donc dans u?Q — w?R. 
De plus, la partie entiére disparait aussi, d’aprés le calcul qui pré- 
céde. Done uv?Q = u?R, ce qui achéve la démonstration. 


Série hypergéométrique. 


De ces deux propriétés résultent de nombreuses conséquences. 
. & ary oy 
En premier lieu, supposons @ = 0, @2=1, 43 =; Péquation 
(1) sé réduit a 


ee (ale 98 ae a) & 
| a L a—1 / dz 
C= 1 — = WI 1 — Ga Ws) 
| ha(# —1) 


Ja On 
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Si Von fait 
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(3) y=t—q, ¢=40—%1—92— 93), B= 3U—Gi— Get Ya); 


Péquation s’écrit ainsi 
dy 


Le dy 
(4) PTE) rg tail Vie 0 a ec ace Os 


C’est la forme employée par Gauss ('). On vérifie par la subsu- 
tution directe que cette équation admet la solution 


a8 a(a+1)B(8 +1 
SUN GCRA. hy Soe = Ye ( 1p ep es 
ibaa les Deva (Vac tealh) 
| \ aC OST) s(t eB (Bee Pee 


ee osMay a= )s ali a= 1) 


Nous dénoterons par [41, 72, 73; &| cette série; ainsia, 8, y 
élant és aq), Jz, g3 par les relations (3), ou inversement 
(6) Digee Ter— jon GIS octane ae Os 


nous posons 


@) HG; B, Y> Gay qd 735 % | 


Diverses solutions de l’équation hypergéométrique. 
Si nous changeons de variables dans (2) en posant 


1 

So As xX. == AG - SUG qa= a) 
ae er == YOOX Nae 
ci A ,— Ay X — Aa. "A ( \s) 


*) 
on a précisément X = A,, Az, Aj, en correspondance avec 
LO loos 


La transformée a donc le forme générale ci-dessus. Done Péqua- 
tion générale (1) a, pour solution particuliére, 
i 


(8) i= (a— a3) Jt Ya Jas 


eines | a,— a3 a 


Aaz— & e— a3 


(‘) Carl Friedrich Gauss Werke, t. Ill, p. 123, 197, 207. 


no 
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et toutes celles qu’on en déduit par l’échange des indices, ce qui 
donne six formes différentes. Telles sont les conséquences de la 
seconde proposition. 

La premiére proposition fait connaitre la solution 


1 
(yeni ay ee aa ga gg 
( 3) ( 1) Tiy 20 W35 ae a ? 
déduite de celle qui précéde. De cette derniére, on conclut en- 


core par la méme proposition (en y changeant lindice) cette 
autre solution 


1 
y = (x — Ue aS Coe 


as (2 — a1)N (2 — ay) % |~ GW) = W2> W3; ————* ____ 
Quant au changement du signe pour le troisiéme argument, on 
voit, par les formules (3) ou (6), que ce changement correspond a 
Péchange de , 8, qui ne modifie pas la série. 
Les diverses solutions qu’on obtient de la sorte se résument 
comme il suit : si l’on pose 


L 1 1 i 
(10) y= 3(4 — a, )2 a (%— ay)? WE (2 — a3) By 


les diverses formes de z sont 


E Vi, 2 Opn 2G ee, pre | ’ 

Gi Gh B= Oh 
avec celles qui s’en déduisent par la permutation des indices. Le 
changement du signe, pour le troisiéme argument, ne modifie pas 
la série. On a donc, en tout, vingt-quatre formes différentes pour 
z, et autant pour y. 

Chacune fournit une solution de l’équation (1), linéaire et du 
second ordre. Entre trois quelconques d’entre elles il existe donc 
une relation linéaire et homogéne a coefficients indépendants de x. 
Nous ne nous occuperons pas ici de trouver ces relations, qui con- 
stituent l’une des plus belles découvertes de Gauss : dans l’apph- 
cation que nous allons faire, ces relations seront urées de la na- 
ture méme du sujet. Il nous suffira de reconnaitre comment les 
vingt-quatre séries, différentes par la forme, constituent, en fait, 
six fonctions différentes seulement, dont chacune se trouve déve- 

Ile 22 
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loppée de quatre maniéres diverses. Pour ce but, il nous faut 
d’abord examiner les conditions de convergence de ces séries. 

Dans la série (5), le rapport d’un terme au précédent converge 
vers z, quand le rang de ce terme croit au dela de toute limite. 
Cette série converge donc sous la condition, nécessaire a la fois et 
suffisante, que la valeur absolue (module) de # soit inférieure a 
Vunité. Dans les séries considérées ensuite, la variable 2 est rem- 
a,z— a3 V—Ay 


placée par — —- ou les analogues. C’est cette derniére 
dyg— A, X— Ag 


dont la valeur absolue doit étre inférieure a Vunité pour la conver- 
gence. Si x, @,, G2, dz, quanutés complexes quelconques, sont 
représentées sur le plan par des points de méme nom, la valeur 


Ayg— A3-XL—a a: as ra 
absolue de —~——* -__* est le rapport des longueurs =— ——. 
Ag— a, %— a3 A,a, VA; 


Le lieu des points x, pour lesquels ce rapport est l’unité, se com- 


pose du cercle C,, décrit sur le segment diamétral que les deux bis- 


sectrices de l’angle a, @2 a; interceptent sur la droite d, a3. Suivant 
la disposition de la figure, le point a, est intérieur ou extérieur a 
ce cercle, le point a; est dans la région opposée. La valeur abso- 
lue du rapport est inférieure 4 lunité et la série converge, quand 
le point x est, par rapport ace cercle, dans la méme région que 
le point a. 

Il y a trois cercles analogues C,, Cy, C3, ayant respectivement 


leurs centres sur A243, A341, A, 4 el passant respectivement par 
dy, 42, 43. Chacun d’eux partage le plan en deux régions, l’inté- 
rieur et Pextérieur du cercle. On distingue ainsi des régions, au 
nombre de six, et pour chacune d’elles quatre séries qui con- 
vergent dans toute son étendue. Par exemple, les quatre séries 


E 1 £92 933 9S = 


convergent dans toute l’étendue de la région limitée par le cercle 
C,, et dans laquelle se trouve a,; et les quatre autres 


a,— A L— az 
A,— a3 ©— ay 


E 73, = Fy V1; 


dans la région complémentaire, limitée par C,, mais ose trouve 
As. 
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Chacun des points a, 2, Gs appartient a deux des six régions; 
ainsi @, se trouve a la fois dans deux des régions limitées par les 
cercles C, et C;. La partie du plan commune 4 ces deux régions, 
qu’on peut appeler région (a,), entoure le point a, : huit séries y 
sont convergentes. Quatre de ces séries fournissent une seule et 
méme fonction y; les quatre autres, une seconde fonction y. C’est 
ce que nous allons reconnaitre aisément. 

Nous pouvons d’abord distinguer, entre ces derniéres, les deux 
foncuions y, et y_,, représentées par les egalités (8) et (g). On y 
observe cette différence essentielle; quand x devient égal a a, 
y, Mune part, et (x—a,)7y_, de l’autre, convergent vers des 
limites finies, différentes de zéro. Si, par exemple, on suppose q, 
négatif (ou a partie réelle négative), y_, est infiniment grand 
pour z= a,. Toute solution de l’équation différentielle (1) peut 
étre mise sous la forme Ay,+ By_,; si done une solution est 
fournie par une fonction qui reste finie pour = a,, elle sera de 
la forme Ay,. Prenons donc la solution qui se déduit de 7, par 
Véchange des indices 2 et 3, et concluons immédiatement, en ob- 
servant les valeurs limites pour «= a,, 


le 


4, = gaa 
ee 5! G1 924s) es Oh 
SS TAG 39° 92 


a,— a2 A3— A, T—Ag 


1 
SSMS i) 
x as Al G1 - J2—- 4 ee Oi == Le 
ae DAU QUE 33077 en ee C 


\ 4, — &3 9— Ai W— a3 


(12) 


Cette égalité, ainsi prouvée pour le cas ol gq, a sa partie réelle 
négative, est évidemment générale. On peut s’en convaincre, soit 
en observant la parfaite continuité des deux membres, envisagés 
comme des fonctions de g;, soit encore en remarquant que les deux 
fonctions coincident, ainsi que leurs dérivées par rapport a 2, 
pour z =a, et constituent donc une seule et méme solution de 
l’équation différentielle (1). 

De la seule égalité (12), on peut déduire les autres relations 
analogues en se rappelant que le changement du signe, pour le troi- 
siéme argument, n’altére pas la série. Mais il est plus simple encore 
de reconnaitre directement, par un raisonnement tout pareil, la 
méme fonction 7, sous les quatre formes suivantes, déduites de 
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oS et de (11) avec permutation des indices 2, 3: 


I 
Nias Wee) Se 


toa Che se A,— a3 L— Ay 
a EE DN Sorerame op se 


a\— a3 a, L— a3 


if 
eee (l= Oe 
=) rete as EF) _A,— a, 2 — Ay 
OG Clip Opin se = | 


a= | a3;— A, @— Ay 
~s(1—9i— gat ga) \ 

@G— A, 2 @B— Az \Ge _ 3 — Az &— Ay 

a a) (2=-% ) | a ee? Lote ae Poa 


Semblablement, en changeant dans ces quatre formules g, en 
— qi, et multipliant les seconds membres par (2 — a, )%, on a les 
quatre formes de y_, 

Nous avons ainsi reconnu, comme il a été annoncé, que les 
huit séries, convergentes dans la région (a,), représentent en 
tout deux fonctions. Il en est de méme pour les huit séries qui 
convergent dans la région (a2) et aussi pour les huit autres qui 
convergent dans la région (a3). 


Cas particulier ot lun des coefficients est nul. 


Les deux fonctions y, et y_, sont essentiellement distincles; 
mais elles coincident lorsque ma est égal a zéro. D’aprés les prin- 
cipes du Calcul différentiel, I’ équation (1) admet alors, outre la so- 
lution 7,, cette autre 


ye lim ) 
q=9 241 


Si Pon pose y, = /(q,), on en déduit, d’aprés (8) et (9), 


y = (724 ik Faq); 


é —y_ 7 
y = lim Jaen (F 4 lv, log ae 
m=o 291 aqi/ qo ? ° L2— a3 
Nous rencontrerons, dans la suite, ce cas particulier; d’aprés la 
forme du développement (5) et les relations (3), il n’y aura 


aucune difficulté 4 composer le développement de € oy i) : 
aq gi=o 


d,— a, V— Az 


8 
as ae Gh — 3) NGS Ay — a, BW — Ay 
Pn OA Ree ai ELS Rn) pre ae cee 


|, 
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Développement des périodes en fonction de V’invariant absolu. 
Discriminant positif. 


ay 
La lettre a désignant A'*w et w étant une période, nous avons 
obtenu (IX, 54) pour « léquation hypergéométrique 


: ax dau 
Ja J) dJ2 i= 5(4 m7) d) Tipe. 


Elle est dans la forme méme de Gauss; la correspondance des 
quantités a et des nombres g est la suivante : 


meat) 


Elle offre la particularité signalée tout a ’heure, que l’un des 
nombres qg est nul. 

L’ordre des indices (1, 2, 3) et ordre (1, 3, 2) donnent les 
mémes intégrales, développées suivant les puissances de J ou de 


- Lrordre (2, 1, 3) et lordre (2, 3,1) donnent les développe- 


J 

J —1 
: : J —I1 
ments suivant les puissances de 1—J et de ae L’ordre (3, 2, 1) et 
Vordre (3, 1,2) donnent les développements suivant les puissances 
fi I 

deme dé—=—-- 

a ale a al 
Supposons le discriminant A positif. D’aprés la relation 
27 &: 

J—1= Tae ? 

on voit que J est supérieur a Vunité. Les développements suivant 


" Neat O. é I 
les pulssances de J et suivant les pulssances de | convergent 


donc. 
Envisageons d’abord les premiers. 
L’ordre étant ici (2, 3, 1), les deux intégrales particuliéres sont 
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La solution la plus générale est, avec deux constantes arbitraires, 
B= AL, OLX». 
A cause des relations 


(14) ® = 2h 12, ne eee 


nous aurons, pour une demi-période quelconque «, la forme 


5 ome I it dn ar ee 1 J—i} ear 
(na)) Cee, |i Oe eee qe @ Oo aay Vie ? 


et ils’agit de trouver les nombres a, b. A cet effet, supposons, pour 


fixer les idées, g3 positif, et envisageons, pour w, la demi-période 
réelle. 
Si J devient égal 4 Punité, nous avons déja trouvé (II, p. 64) * 


(Vegm)ya1 = 2A, 


1 
(16) Sle = eo TLODS 7770 4 Ole: 


1— 2 


De la résulte le coefficient a de l’équation ia)) 


{17) a=AyVyo. 


La dérivée de x, parrapport a J, est infinie pour J =1, comme 
celle de v.; mais ona 


wl 


F dx 
lira y'J — 1 = = De 


J 


D’aprés les égalités (IX; 53, 52, 49), cette derniére relation se 
change successivement comme il suit: 


ra 


« 


—tb=limy /J —1= lim mate J 3, =m 3A - (i) 
nV B 


} D) ro) 
at DS 
lim ne i) =— 6/3. 
Jz 
Joignons a cette égalité la précédente 


ron, vet 
Pye) =a 
Neti 
pour conclure 


lim (qw) =— ab /3. 
| 
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On a dailleurs, pourJ =1, 


On== UW, q =— tn; qo’ — qo = = 217 fy Se Sc 
= j 
Par conséquent, 
T T T 
(18) ab —=———, — —— —- 
6 V3 4y3a 4 V6A 


Stirling a calculé aussi la constante numérique 


(19) B= = 0,5990701173 6779610372... 


5A 


(les quatre derniers chiffres sont dus 4 Gauss). On a, par 1a, 


(20) [en 


Les valeurs numériques (17) et (20) de a, b étant substituées 
dans (15), cette formule nous donne la demi-période réelle w. Le 
changement de g; en — gy, c’est-a-dire le changement du signe 


de \/J —1, donne, par la méme formule, la demi-période purement 
imaginaire w/, divisée par zt. Voici donc le résultat: 


aa 
\vs 20 


airs of aaa af hls WV a 


- ; J—1 ce 
Si nous convenons maintenant de prendre (/4 posiuf, les 


as 
w 


5 wy! 2 1 _ 
grandeurs pea de w et = nous enseignent que le signe + 
convient a w ou a — suivant que gy est négatif ou positif. A et B 


sont les constantes Winlengoes (16) et (19), calculées par Stirling. 
Les deux crochets représentent les séries hypergéométriques sui- 


vantes: 
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Considérons maintenant les développements suivant les puis- 
T 
; 
que le premier élément est nul. Les deux intégrales particuliéres 
sont, l’une finie, autre infinie comme logJ, quand J devient in- 
fini. Or ona vu, au Chapitre I, que, le discriminant positif ten- 


sances ascendantes de ~: L’ordre des indices est 3, 2, 1, en sorte 


F : 4 L1G) a 
dant vers zéro, l’une des deux quantités Veo W, V 20 = Teste finie, 


suivant le signe de gs, et que l’autre est infinie. Celle qui reste 
finie est done proportionnelle a Vintégrale particuli¢re qui, elle 
aussi, reste finie, Nous connaissons d’ailleurs (II, p. 67) sa limite, 


et nous en pouyons conclure 


Te ™ 5 1 
Go oa [o.! 54] =- F(a 5): 
fa 0, Ve = 2 Ve a S25 V2 V3 \P ja 


Pour la seconde intégrale, nous avons ici l’occasion d’appliquer 
la remarque faite, dans ce Chapitre, et relative au cas ot le pre- 
mier coefficient g,; devient nul. En supposant d’abord g, différent 
de zéro, nous avons les deux intégrales particuliéres 


fay= [ab gs5] & (im 


pour composer les deux quantités Vg2Q. Faisant converger gq, vers 
zéro, nous remplagons ces deux intégrales par f(o0), déja em- 
ployée, et par $/(0) logJ + f'(0). La série f"(0), que nous dési- 
gnerons par la lettre Q, se développe ainsi : 


4 4 5 1 
Q = Yuet) le) are eee ae oe ae 
GBBoo aN jz? 
i hacen | 
ae ne 
(23) js n 
: fr 
Th 6 (1 4 fe : 
‘ 13 127 —I1) 
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On aura, pour la seconde période, une formule telle que 


qT I T I I I 
tog? [°. Be 153 | me Jo 5? ae ak 


ot. % et 8 seront purement numériques. Mais on a vu, au Cha- 


wl 


VO =a} Q+ 


i 
. roa s eG) é : 
pitre II, que, Q désignant soit w, soit ~~ suivant le signe de gz, la 


quanuté 
Vea ay/2 V3 — log 24 733 


converge vers zéro, quand J devient infini. Il suit de la 
§ »q 


(24) 


&3>0, VB Fi 1 }Q+| 
“3 0, 


l ge<o,Vmw ) vav3' 


Développement des périodes en fonction de Vinvariant absolu. 
Discriminant négatif. 


Pour le cas du discriminant négatif, nous distinguerons sui- 
vant le signe de g2, que nous allons d’abord supposer positif. Les 
relations 


font voir qu’en ce cas J est négatif; il y aura convergence pour 


I 
i—J 


les développements suivant les puissances ascendantes de 


et de 


J . : 
j - Voyons d’abord les derniers. Ils correspondent a 
=i 
Vordre des indices 1, 3, 2, et voici les deux intégrales particu- 
liéres 


1 
I I J Fis 
n= [F053 75 |G—D * 
1 


1 
I I J = Ff a) NS 
m=|—y On5? Faz O—D a(—)*. 
1 


Pour obtenir une demi-période w, il faut multipher par A? 
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On aura done des expressions de cette forme 


ee 
tL I 1 J i I i J ( : 
TY = 03 4 = = 5 rN Niemen) Ory Setiry ee Samer GH <2 
28 Gant ote 4 3° 7a? J—1]\1—J 


ou 4, B seront numériques. Si gs est posiuf et que gy devienne 


nul, ona (III, p. 83) 


Ww, re ff $2) ny G2 
i= =S=W,> ( = | > =e 
i V3 2\ 4 he ESS 


On n’a pas jusqu’a présent, croyons-nous, calculé cette inlé- 
erale définie, mais on pourra trouver, au besoin, son logarithme par 
les Tables des logarithmes des fonctions I’, auxquelles nous renver- 
rons. En posant donc 


et observant que J s’évanouit avec gy, nous aurons déja, dans le 


cas ol gy est positif, les valeurs numériques c etc \/3 du coeffi- 
5 


2 , . u. 
cient 4, répondant a wy et -2 
L 


Soit maintenant 


{ 
a ere eee Nigetiee I rd ae! ING 
oie Rae? cy tae ah ay | eee a ean Cae =) : 


Nous en conclurons 


fi CAP a 

eat dJ 
et, d’aprés les relations (IX; 53, 52, 49), par un calcul tout sem- 
blable a celui qui a été fait un peu plus haut, 


1 
lim Gs ‘ “" =— 28. 
J=0 
Déja, au Chap. VIII (Observations sur les cas particuliers, etc.), 
nous avons reconnu l’égalité 


™ 
UU PHO pecs 


2/3 
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quia lieu quand gy» est nul et &3 posiuf; on a, en méme temps, 


En conséquence, voici les formules définitives : 


NEO 


5) ies 0, 25> 05 


B) \ 5 ’ : , , 
Pour le cas ot gy est négatif, on aura, par l’échange des pé- 


riodes, 


(26 a) 


J 
V= Fin = V3e| 5 oy 
c =k 
Lt I ae! ojee af 
“ T26e Bs Sats te VE \ i—J 


Les développements suivant les puissances ascendantes de 


ee 
poy 
—~ 
col 
io) 
(mele Corea ue 
Cole 
o) 
Nts 
© 
oa 
{ 
Jie 
= 
tees 
= j 
j 
Ane 
| 


7j donnent lieu aux mémes observations que nous avons faites 
[— 
précédemment pour ceux qui procédent suivant les puissances 


de i" Au Chapitre III, on a vu, gy étant supposé positif, que 


6 )--— 


V 23 2 converge vers E quand A devient nul, et qu’en méme 
6 
Vie oF 


temps 23 


— -_log123(1—J) | converge vers zéro (p. 89). 
V6 5 5 I 9 
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Il s’introduit ici la série 


70 == 60) . . 7 
Q => Peet) ae 1)75 (G5 +1) igtn—1) Sn 
as (1.2...7)? (i—J)r 
(haat 
Es ee i sip 
5 eee op 
S 6 : : 
= + TVelotterect 
Bias A Sa ats Ove) tt 
x 
6 (eee ge eee : = || 
iy, 19 £270 — 9 


A< 0, fe, Oy &2>0 
= TT 6 I I I 
O,W, = -— sy = 
(27) { & 3 V2 V6 TBP oe aes | ? 
6/— X Beat ie I nee 
Oo; —= = -~Q,+ -—|0, => - - | log123(1— J). 
| BE = Ft Flo 35 ay | boro) 
A<0, BES Oy 82 > 0; 
& Ws Tw S T i I ; 
SEA seen iS ae 
(27a) | ae at, 1/6 Seon ets 


6 D I ae I 
V— 3 = ia = [0 Cane = log128(1— J). 


Il nous reste enfin a examiner les formules propres au cas ot gy 
est négauf. L’inyariant J est maintenant positif, inférieur a l’unité, 
et on peut employer les développements suivant les puissances 
ascendantes de J ou de(1 — J). 

L’analyse est absolument laméme que dans les cas précédents, 
et il suffira de réunir ici les résultats : 


Le coefficient ¢ est ici le méme que dans les formules (26). 
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Au cas 93 <0, g2 > 0, on doit seulement échanger, dans (28), 


a 


W, 
Wet —- 
2 


La méme observation s applique aux formules suivantes : 


A<0, §3 > 0, 2<0, 
12 ee B 
— Aw, =2A|%, 52051 : 
(29) oe v3 


1 OF —J| vied 


ot: A et B sont les mémes que dans ( 


& 
fe 
=) 9” 3 


EE oy 3 eats 


2 


BA) 


Développement de K et Kk’. 


Prenons la définition de K par une intégrale définie (HU, p. 62), 


Ke = 


a Vi— FP sin?o 


ct développons, suivant les puissances ascendantes de #2, la fonc- 


tion a intégrer : 


I 


Vi— FP sin?¢ 


9 stots 3 | 
=1-+ 3k*sin?o + 3.5.5K 


.3k6 sinto +.... 


ry 


wl 
ww 
wlex 


SIE Si a5 2 


Intégrons ensuite chaque terme du développement suivant la 


formule 


wld 


ieee 


sin?” dp = 


{i 


2 


Nous aurons ainsi, pour K, une série hypergéométrique 


ECs roel he) 


Ke 


via 


On aura de méme 


ie SF ma lg A?) 


i 


[o, 0, 0; 42}. 


‘ 


Oh, Wo OS 12 


vla 
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A cause de la relation h/?=1 — k?, et des propriétés de Péqua- 
tion hypergéométrique, on voit par la que K, K’, et par suite 7K! 
et toutes les périodes sont des solutions de I’équation différen- 
tielle suivante, ot l’on a mis x au lieu de /?, 


dy a 
%) pt (1 an) ty =0. 


(30) “(1 
Nous rencontrons la une des propriétés les plus curieuses de 
ces équations hypergéométriques particuliéres. En vertu des re- 
lations qui lient les invariants au module et w a K, Véquation 
(30) est nécessairement une transformée de celle que nous avons 
formée précédemment. 
La relation entre les invariants et le module (p. 60) peut 


s’écrire ainsi 


eet he re) a eee (Tie 0) oc Clie) 


Sy) J =i ae I 4 


et le multiplicateur ) a pour expression 


. 


= 


‘ 
£ 
£ I—x-+ x2 


Il en résulte 


I1— x*+ 72 


1 
a Pages eel er eile Bay Nikcy eet Gye 24 2 
ate fi = VSI yt EEO)" = V3 VEO — Os 


et voici la conséquence finale, digne d’attention a tous égards. 

Si, dans l’équation (30), on fait un changement de variables, 
en prenant pour nouvelle variable indépendante J, liée a x par 
(31), et pour nouvelle inconnue ¢ liée a y par la relation 


z=[x(1—x)]y, 
on obuent pour transformée 
az dz 
Sap 64 7d) 7s =0 


CHAPITRE X. — SERIES HYPERGEOMETRIQUES POUR LES PERIODES. 351 


Intégrales complétes de Legendre. 


C’est ici le lieu de faire connaittre, avec K et K’, les deux quan- 
lités qui, dans les ceuvres de Legendre, jouent le réle des quantités 
employées maintenant, 7 et 7’. 

Revenons aux formules du Chapitre I, et, le discriminant étant 
supposé positif, prenons la fonction 


, th UG €3— € [ : 
(in ars Oey = 1 [p(u+ w') —e; | 
vay pu— e3 pu— e3 €4— 63 
é;— p(u+w’') ad eu+C(ut+w’) 
€1— 63 au €y— 3 


En Vintégrant depuis zéro jusqu’a w, nous aurons 


© 
eee eyW + 7, 

[ dn dps 

eo V AZ 


\ 


On a d’ailleurs 


I ee 
Se, O) = K WN 
(Ay 


A= 


ce qui permet d’écrire la derniére relation sous cetle autre forme 


K 
ayo + 7 er 
( dnud 6 = = f do /1— k* sin2e. 


“0 Jae a) 


C’est cette derniére intégrale définie que Legendre a employée, 
en la désignant par la lettre E, 


C2) in do /i— k sin?9 = [ 


/ 0 


la 


b 


eo+a 
Gh = Ae 


a Ve1— é3 


Legendre considérait, en méme temps, Vintégrale analogue, re- 
lative au module complémentaire, 


wla 


(32 a) He f dy Vi— k? sin?g = 
0 
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Avec ces égalités (32) et (32 a), considérons aussi 


K = w Ve; — @3) Ke = Ve1— esp 
et formons la quantité EK! -+- E’/K — KK’. Nous obtenons 


(33) EK? EK = KK’ = (100! = 9/0) = =. 

C’est sous cette forme que Legendre ayait trouvé la relation fon- 
damentale entre les quatre constantes. 

Il est utile aussi de connaitre les expressions de dérivées de 
ces quantités par rapport au module, analogues a celles des déri- 
vées de 7, w, par rapport aux invariants (IX ; 39, 39). Voici com- 
ment on les trouve sans difficulté. 

D’apreés la définition (32), on a 


Te T 
os sin29 do : 2 dé 
Ah? a ee ae f —— 
; carey V1— &2 sin? Jf V1— Fk sin2e 
' dE 2 
(34) K + 2h? d(k) =f[ de V1— ksin?o0 = E. 


En différentiant E une seconde fois, nous obtenons 


ze 
ak yi sinto do 
ernie ae —— 
d(k?y? V(i— Ff? sin? 9) 
w 
ak i 2 2 sink — 
(AGES ete ges yo Es { aS Wer Pe Bae 8 
( ) Uk? 0 Vu ==> ke sin?o)3 ‘ 
29 
7d ~si ‘ 
a sin cose eee 


el de /t—f2sinto | 


Posant k? =~, on voit que E satisfait a l’équation différentielle 


; ak 
(35) “1 —%) Fo + (1-2) GE + LE =o. 


=r Ts Wise 2 vai 
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La relation (34), étant écrite ainsi 


Car. on EA te 
puis différentiée, donne 

Ge de ak 
2% ee dx — ax 


Combinant cette derniére avec (35), on en conclut 


A Ea 
G7) (1—%) Segue = SE. 


Les deux égalités (36) et (37) sont équivalentes 


nous avons formées dans le Chapitre IX. 


393 


celles que 
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CHAPITRE XL. 


DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SERIES 
A DOUBLE, INDICE. 


Décomposition de p(nw) en fractions simples par rapport a pu. — Série qui se 
déduit de la formule de décomposition de p(nw) en fractions simples. — Séries 
a double indice. — Convergence de la série qui se déduit de la décomposition 
de p(nw) en fractions simples. — Développement de pu en série a double in- 
dice. — Observations sur le développement de pu. Double périodicité. — Dé- 
veloppement de p’u, de p”w, etc., en séries a double indice. — Dévelop- 
pement de Cu en série a double indice. — Développement de vw en produit 
a double indice. — Transformation de ¢(w-+a). — Nouvelle définition des 
fonctions elliptiques. — Nouvelle démonstration pour la décomposition des 
fonctions doublement périodiques en éléments simples. — Equivalence des pé- 
riodes. — Expression de 7,u, vu, 7,% en produits a double indice. 


Décomposition de p(nuw) en fractions simples 
par rapport a pu. 


La théorie de la multiplication de l’argument a introduit une 
fonction ¢,(w), caractérisée par ce fait qu’elle a pour racines les 
nimes narties de périodes. Considérons cette fonction spéciale- 
ment dans le cas ot x est un nombre impair. C’est alors un poly- 
ndme entier par rapport a pu, du degré $(n?— 1). Le coefficient 
du terme du plus haut degré est nv. En désignant par « diverses 
périodes, on pourra écrire U,(w) sous la forme 


6p 
Un(u) =n I] (pu—p=), 


w 


qui met les racines en évidence. Il faut seulement préciser les 
or J isos , 
quantités m, dont le nombre est +(n2— 1), et dont la forme gé- 


nérale est 
ww =2mwH+am'w’. 
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Les entiers m et m' sont quelconques; ils ne doivent seulement 
pas étre nuls tous deux a la fois, et il faut les choisir de telle sorte 


wv ave : 
que p — acquiere successivement toutes les valeurs, au nombre de 


3(?—1), que cette expression est susceptible de représenter. Ce 
choix peut étre fait: de diverses maniéres ; arrétons-nous au choix 
suivant : 


Do UAVEE 172 == Og PLENOMS 111 ==1y 2.4.05. 5, eee 


Lia 


2° Prenons ensuite, pour m, l’un des nombres 1, 2, 3,..., 


2 ? 
et, en méme temps, pour m’', lun quelconque des nombres 
Oy San cao Sao ae ee 

2 


Cette maniére de choisir w présente un avantage qui sera, un 
peu plus loin, utile a une démonstration : le nombre n devant étre 


‘ : en AED . : Dob 
ris de plus en plus grand, les diverses quantités —, ainsi choisies 
p if plus § | 
To J 


resteront dans des limites faciles 4 assigner, elles auront la forme 
potp'w', oiles fractions p et p' seront comprises, la premicre 
entre zéro elt +1, la seconde entre —1 et +1. 

On a vu, au Chapitre IV, que p(nw) s’exprime en fonction de 
pu, par une fraction rationnelle dont le dénominateur est 7 (uw), 
et dont le numérateur est d’un degré supérieur d’une unité a celui 
du dénominateur (p. 100). 

Cette fracuon, décomposée en fractions ‘simples ‘prend la 
forme 


A IM 
p(nu)=B+apu +» ens male 
i (» u—p “) pu—p— 


et nous allons y déterminer les coefficients. 

En supposant d’abord w infiniment petit, et développant les deux 
membres suivant les puissances ascendantes de w (IV, 4), on 
trouve 


: 9 ow ° ‘ : 
Posant ensuite w= cin et développant suivant les puissances 
7 
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ascendantes de ¢, on détermine A et A’ par le calcul suivant : 


I 
p(nau) = p(w + ne) = p(ne) = ion 
w 
Ap” — 
A BN wi Pat 
oa ee Pp } 3 
pu pe Se pe — 
: n nv 7 
A’ Ne atlA 
ae pas: . 
n n 
P 
" 
A [ er es 
Sad SSS ad = 0, 
d PA ) d 
J My lags TY Pp ee UG) We 
n n n 
ee ru apa 
n? n n2 n 


ow Ww 
p2— oy os 
Cai) ae I n n 
(nu) = — u+-; 5 1 = [ie 
J ne! ' 7 OC ¢ 
Ay pu—p- Vj) 
} J : J P - 


Série qui se déduit de la formule de décomposition de p(nw) 
en fractions simples. 


a u 
Dans la derniére formule, changeons u en —» et nous aurons 


pS Di ae 
pa u sy n n 
(1) pie a) p = t $ ee | F a 
w TU- (» 7) Sean) 2) =) m* (» 7 Sa) A ) 


Examinons maintenant ce que cette formule devient si, uw restant 
fixe, m croit au dela de toute limite. 


° 5 . T u 
Pour le premier terme, sa limite est maaan = tend vers zéro et 


n 


th 2 u ’ a 
| p— vers Vunite. 
7 
Dans un quelconque des autres termes, en y considérant sy comme 
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une quantité fixe, on a des fonctions toutes infiniment grandes, et 
les parties principales sont les suivantes : 


iS wy nm rs aa 2n3 1 6n* 
= rat YS = gray) — = ? 
n 6p? n 3 n y* 
Ww Ww 
19 " 
2h aes a eS 
} nr 4u* ] n 6u2 
Us ND GD Hee = ipa 
m(p es =) (u mp2) ae ae , w 2 (ep u?) 
n n n nr 


Ces deux fractions donnent ensemble 


gut 6 u2 I I 2 
_ = £ — . 
2 (u* — (2 )2 pe? (U2 — (2) (utw)?  (u—wy yp? 


On peut séparer cette somme en deux parties analogues 


I I I 1 
e = 
(u+ w)? p2 (u— ww)? 2 


Ces quantités constituent deux termes de la série suivante 


ne { I 
J uz > be AC 


Ww 


ou # prend successivement toutes les valeurs 


(3) w=2nw+ 2an'o’, ia OF Sin aa Oy SE Sogn = Coe 
i=) = 0 excepic. 

Cette série f(w) apparait ici comme composée des termes vers 
lesquels convergent les fractions simples de la formule (1). La 
conclusion que l’on doit naturellement chercher a établir, mais 
qui, actuellement, n’est en aucune fagon prouvée, c’est que la 
série f(w), prolongée indéfiniment, est convergente et qu'elle 
converge vers pu. 

Pour obtenir la limite d’un terme quelconque de la formule (1), 
nous avons considéré comme une quantité fixe, tandis que 
doit acquérir toutes les valeurs 2mw + 2m'w!, choisies comme il 
a été expliqué dans le paragraphe précédent. Non seulement les 
limites supérieures de m et m’ ne sont pas fixes, mais elles de- 
viennent infinies avec 7, circonstance qui rend indispensable une 


démonstration rigoureuse. 
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La série (2) est d’une nature nouvelle, et ’on n’en a pas considéré 
d’analogues avant la théorie des fonctions elliptiques. Tandis que, 
dans les séries usuelles, les termes sont déterminés uniquement 
par leur rang, c’est-a-dire par un seul indice, ici chaque terme 
dépend de deux indices nr, n’. Il nous faut d’abord examiner avec 
soin ces séries nouvelles, pour revenir ensuite a la série (2) et 
prouyer alors qu’elle converge vers pu. 


Séries 4 double indice ('). 


Rappelons tout d’abord, sans les démontrer, trois propositions 
relatives aux séries ordinaires, a simple indice, 


1° Sorento 1, Usy -.- 4 Liye lesivaleurs absolues (modules) 
dé); te) «or, ty, «.2. ol laséene l,=- 05-7 Ly ae Cone 
verge, la série ¢;-++ lg +...+ ln+... est dite absolument con- 
vergente. Elle a cette propriété que sa somme n’est pas altérée si 


lon intervertt arbitrairement l’ordre de ses termes, c’est-a-dire si 
l'on range les termes suivant une loi quelconque qui n’en fasse 
omettre aucun. 

2° Sism est le terme général d’une série S et que s,, ait pour 
expression asymptolique tm, terme général dune série absolu- 
ment convergente, la série S est elle-méme absolument conver- 
gente. 

On dit que s» a pour expression asymptotique ¢m, si le rapport 
Sm? tm tend vers lunité quand m croit au dela de toute limite. 


i 1 


Shs Se aah 


posant « est réel, est absolument convergente si @ surpasse l’unilé. 


nee 1 
BY Ibey oaiene i rca 


‘ ee 
— ae .., dans laquelle l’ex- 
Elle diverge, au contraire, si « est égal ou inférieur a l’unité. 
Nous allons maintenant considérer les séries 4 double indice, et 
l’on doit étre avert que nous envisagerons seulement celles qui 
sont absolument convergentes, c’est-d-dire dont la somme ne dé- 


(*) Cette théorie est principalement due a Eisenstein; le mode d’exposition 
employé ici est emprunté au Cours d’Analyse de UEcole Polytechnique, par 
M. Camille Jordan (t. I, Chap. UI, p. 161), 
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pend pas de l’ordre des termes. Voici comment on reconnait leur 
existence. 

Soit ém,n un terme général dépendant de deux indices m, n, re- 
cevant chacun une infinité de valeurs. Rangeons les quantités ¢,,,, 
a la suite les unes des autres, suivant une loi arbitraire, qui cepen- 
dant n’en fasse omettre aucune. Nous formons ainsi une série or- 
dinaire. Si cette derniére est absolument convergente, sa somme 
reste inaltérée quand on intervertit arbitrairement l’ordre des 
termes. La somme des quantités ¢»,,,, arbitrairement rangées a la 
suite les unes des autres, a donc une limite bien déterminée, indé- 
pendante de lordre. C’est, par définition, la somme de la série 
Lemna, qui est alors absolument convergente. 

D’aprés cette définition, il est clair que la seconde proposition, 
relative aux séries ordinaires, a lieu aussi pour les séries 4 double 
indice : Si Sm,n est le terme général d’une série S, et que sm. ait 
pour expression asymptotique ¢,,,,, terme général d’une série ab- 
solument convergente, la série S est elle-méme absolument con- 
vergente. On dit que sp,» a pour expression asymptotique lyy,n, Si 
le rapport Smntm,n tend vers Punité quand m et nr dépassent toute 
limite, chacun suivant une loi quelconque, et aussi quand lun 
seulement des deux indices devient infini. 

Nous allons donner un exemple, celui qui est fondamental pour 
les fonctions ellipuques. 

Soient a, 6 deux quantités imaginaires quelconques 


a= 4,+ Ids, 6 = b,-+ thy, 


et 8 un nombre réel. La série que nous enyisageons a pour terme 
général 
J] 

et les indices m,n doivent acquérir toutes les valeurs enticres et 
positives, dont on exceptera toutefois les valeurs simultanées 
m =n =o. Cherchons la condition pour que cette série soit ab- 
solument convergente. 

Prenons d’abord les termes ot! Vindice m est un nombre fixe M, 
et ou! Pindice n ne surpasse pas (M —1); ce sont ainsi les termes 
tuo, tus>--+> “um—1- Figurons, sur le plan, la quantité complexe 
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(Ma-+nb). Elle se construit ainsi (fig. 6). A parr de Vorigine 
on porte la droite oA représentant Ma, c’est-a-dire que le point 
A ales coordonnées Ma, et May; puis, a partir de A, on porte de 
méme la droite AC représentant nb, c’est-a-dire que le point Ca, 
par rapport aux axes transportés en A, les coordonnées nb, et nbz. 


Prolongeons la droite AC jusqu’au point B, qui représente 
(Ma-+M)); les différentes quantités (Ma + nb), n prenant suc- 
cessivement les valeurs 0, 1,2,...,(M —1), sont représentées par 
divers points C, tous contenus dans le segment AB. 

Faisons, d’autre part, laméme construction en portant, a partir 
de o, la droite a, aboutissant en un point @; puis, a partir de 
ce point, la droite 6, aboutissant en un point 0. Les triangles 
oAB et oab sont homothétiques; le rapport d’homothétie est le 
nombre M. Les rayons oC sont égaux a M fois les rayons oc qui 
aboutissent au segment ab. Parmi ces derniers oc, il en est un 
minimum 9,, et un maximum e3. De méme, les rayons oC sont 
compris entre Mo, et Mp.. Les deux longueurs 9,, 02 dépendent 
seulementdela disposition dela figure oab, nullement du nombreM. 

Les rayons oC sont égaux aux valeurs absolues de (Ma + nb). 
Ainsi les valeurs absolues de (Ma+nb) sont comprises entre 
Mo, et Mes; et, par conséquent, les valeurs absolues des termes 

I et T : 

(Mp2)® — (Mp1)8 
somme des valeurs absolues de ces M termes est elleeméme com- 
prise entre 


t,o ¢mjir +++ ¢n,m—1 SOnt Comprises entre La 


fy Pas nee) I 
oB MB-1 ep? Ms-1 


yy) 
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Wnyisageons, de meme, les termes ty, f,45>+-5 txaym- Eaiq 
sons la méme construction dans l’ordre inverse, c’est-a-dire com- 

, (2 = he Le tues if / 
plétons le parallélogramme oaba'; désignons par p', et ¢), le plus 
peut et le plus grand rayon allant de Porigine 4 un point du seg- 
ment ba’, ou, ce quirevient au méme, allant deb au segment oa. 
La somme des valeurs absolues des nouveaux termes est comprise 
entre : 
T I { I 


oP MP-t . oi M8-! 


A cette double suite de termes, joignons encore ¢y,y. En dési- 
gnant par o la longueur ob, ona pour la valeur absolue de ce terme 


Vexpression ——., qui est comprise entre zéro et — ——>» Soient 
P (Mo)8 q P eB Me-! 
maintenant 
I i I if I 
poate eee eg eg a 
2% Ps! cat eC, iv 


La somme totale des valeurs absolues de tous les termes consi- 
dérés est comprise entre les deux limites 


I I 
4 ea : 
G) > mb * yb 


Les deux quantités positives R,, Ry dépendent seulement de la 
disposition du triangle oab. Mais il faut avoir soin d’observer que 
Jeur existence est subordonnée a l’existence méme de ce triangle. 
Si les droites oa, ab coincidaient, si, par exemple, b était situé sur 
le segment oa ou son prolongement, o/ serait nul, et Ry, cesserait 
d’exister. Si b était situé sur le prolongement de ao, p, serait nul, 
et R, n’existerait pas non plus. Pour que les droites oa et ab ne 
coincident pas, il faut et il suffit que (a@,b,— a, b,) ne soit pas 
nul, c’est-a-dire que le rapport , ne soit pas réel. Supposons qu'il 
en soit ainsi. 

Les termes que nous ayons envisagés sont tous ceux ot le plus 
grand des deux indices m, n est égal a M. La somme de leurs va- 
leurs absolues est comprise entre les deux limites (4). 

En prenant successivement, pour M, les nombres 1, 2, 3, ..., 
nous reproduirons, rangés par groupes, tous les termes de notre 
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série, chacun pris une seule fois, et nous aurons formé une série 
ordinaire dont la somme sera comprise entre les deux limites 


M=o M=o0 
if I 
Roi ten ek ys ate 
; ys Mp—1 “Zoi MB— 
M=1 V7 


: pie I c Seas 240 F 
Mais la série » TRE suivant la troisiéme proposition, converge 


ou diverge suivant que (8 —1) surpasse ou non Vunité. La con- 
dition de convergence absolue, pour notre série, est donc 8 > 2. 
En résumé: 

St a et b sont deux quantités complexes, poNT LE RAPPORT 
Nest PAS REEL, la condition de convergence absolue pour la sé- 
re 

[ 
Perea Cater wi ee ae eae 


m,n 


(m =n =o excepté), consiste en ce que Vexposant réel® sur- 
passe le nombre 2 ('). 
Avec la série précédente, prenons ces trois autres 


eee eee Ps Se ee Ph, ene ner 3 
Die = nb yb’ Die Ma nd)e hd (2 ma nb ye’ 


ou m, nm parcourent les mémes suites de valeurs. Pour chacune 
d’elles, les deux conditions de convergence absolue, savoir 8 > 2 
a 
b 
donc de méme pour la somme des quatre séries. En d’autres 


termes, les conditions de convergence absolue sont encore les 


et > imaginaire, sont les mémes que pour la précédente. I en est 


mémes pour la série 


a! 1 m ) 
5 =a == 0), Sel st aaron 00. 
(2) (ma+nbys’— n\ ; 3 TS 


1,1 


LY == Te O evant excepte, 


(*) Ici, comme dans la troisiéme proposition, on peut supposer 8 imaginaire, 


et la condition s’applique alors a la partie réelle de 8; mais cette généralisation 
nous est inutile. 
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Convergence de la série qui se déduit de la décomposition 
de p(nw) en fractions simples. 


Examinons, au point de vue de la convergence, la série f(1) 
(2), dont le terme général a pour expression 


I 1 
so a : 
(2nw + 2an'w’'—u) (2nw+-2n'w')? 


Les deux indices n etn’ y doivent acquérir toutes les valeurs 
entiéres positives ou négatives, a l’exception den = n'= 0. 

Envisageant les fonctions elliptiques les plus générales, nous 
avons été conduits (Chap. VIII, Fonctions elliptiques ainvariants 
imaginatres) a considérer w et wo’ comme deux quantités quelcon- 
ques dont le rapport estimaginaire. C’est exactement la suppo- 
sition que nous venons, al’instant, d’étre contraints de faire pour 
les quantités a, b dans la derniére série. 

Construisons, ainsi que nous l’avons fait avec a, b, un parallé- 
logramme dont les sommets o, a, b, a’ représentent les points 
zér0, 20, 2( + w’), 20’, et menons deux séries de droites équi- 
distantes, dans chaque série, paralléles respectivement aux cdlés 
de ce parallélogramme (/ig. 7). Le plan se trouve ainsi parlagé 


a] 


en un réseau de parallélogrammes égaux, dont les sommets repré- 
sentent les quanltés (2nw + 2n'w’'). 
La quantité w est, elle aussi, représentée par un point du plan; 


; a pour valeur absolue le rapport des dis- 


le CE UCT Sa 
21W +27 WwW 
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tances de Vorigine a ce point et Aun sommet du réseau; il tend 
vers zéro sice sommet s’éloigne a Vinfini, c’est-a-dire si Pun, au 
moins, des nombres 7, n’ croit et dépasse toute limite, en valeur 
absolue. 

Kcrivant s sous la forme suivante 


u : 
Diy (i 
( or) 


s = Re, 


: u 4 
(onw+ ano" (1 ) 


2nwW + 2n'w!' 


nous reconnatissons que ce terme a pour expression asymptoltique 
2U 
(2nw + 27 w!)3 


, c’est-a-dire, au facteur constant prés, 2u et, sauf 


changement des lettres, le terme général de la série (5). Le rap- 
port w:w’, qui remplace a:b, est imaginaire ; l’exposant 6 est égal 
a 3. La série est donc absolument convergente. Donc, suivant une 
proposition générale rappelée précédemment, la série f(u) est 
absolument convergente. 


Développement de pw en série a double indice. 


Il reste & prouver que la somme de la série /(w) est égale a pu. 
Cette démonstration peut maintenant se faire avec facilité, par les 
moyens usités en pareil cas. Considérons deux nombres positifs 
arbitraires M, M’, et distinguons dans le second membre de la for- 
mule (1) deux parties: la premiére, composée des termes dans les- 
quels les deux indices m, m', composant ¢y, sont, en valeur absolue, 
moindres que M et M’ respectivement; la seconde, composée des 
autres termes. Cette décomposition peut se faire, si grands qu’on 
ait choisi M et M’; il suffit qu’on suppose n supérieur 4 2M +1, 
2M’+-1, et croissant a l’infini, a partir de cette limite inférieure. 
Dans la premiére partie, les diverses valeurs de s sont indépen- 
dantes de n; par conséquent, les termes correspondants, dans la 
formule (1), tendent vers ceux de la série f(w). On peut done 
prendre n assez grand pour que la somme de ces termes dans (1) 
et la somme des termes correspondants dans f(z) different moins 
que d’une quanuté donnée. On peut, en méme temps, prendre M et 
M’ assez grands pour que la somme des autres termes, dans /(w), 
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soit aussi moindre qu'une quantité donnée, cela en vertu de la 
convergence de /(w). La démonstration sera complete si l’on éta- 
blit qu’on peut aussi choisir M et M’assez grands pour que la somme 
des termes, composant la seconde partie dans la formule (1), soit 
elle-méme moindre qu'une quantité donnée. 

On a remarqué, dans le premier paragraphe de ce Chapitre, que 


Ww a 
. — 5 ad n ; / 
les valeurs de = % ont la forme (pw + p'w’), les fractions p, p 


étant comprises, la premiére entre zéro et +1, la seconde entre 
—1et +1. Dans ces limites, les fonctions py, p'y, p’ ont le 
seul infini »y = 0; par conséquent, les produits 9? pe, — 4% p'e, 
qe p”e, égaux a Punité pour ¢ = 0, restent finis, et l’on peut assi- 
gner des limites supérieures aux valeurs absolues de chacun d’eux. 

Ceci reconnu, prenons d’abord, dans la formule (1), le premier 
terme sous le signe de sommation. En l’écrivant ainsi 


wv 


v= —y, 
n 
Ww 
la 
Dom ; AvasenGNe 
nr ae 4(— Fv? pv) 
TE ore IN) = a ee a Ne 
n2( p——p— eee —— — (pv 
€ n Pn \ne! n wi | 


Puisque (— $v? p'v)? est une quanuité limitée, ce terme est com- 
& li Pan are ) gene, 
parable a —, terme général d’une série absolument convergente; 
Ww 


et on peut prendre M et M’ assez grands pour que la somme de 
tous les termes analogues soit aussi petite qu’on youdra. 

Prenons ensuite, dans la formule (1), le second terme sous le 
signe de sommation. On peut l’écrire 


6G op 9) 


° ae, Swe lage tt eden are 
2 ee ey oe Fa i grgee es say 
aon Pn Pe Nora er: re pe) 


son expression asymptloliq ue 


Gut (L opto) 
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x I a 2 , Y 
est comparable a —7? terme général d’une série absolument con- 


vergente, et la conclusion est la méme que précédemment. II est 
donc établi que la fonction pu est représentée par la série con- 
vergente 


( 1 ~ I I 

On Fh == - = 5) 
| y ur > (u— ww), w? 
e 


Ww 


(6) 
t , 7 i it { 
i DUO Ue Os RKO pet ine arin ates ose 


[tia fina 0 CROCE. 


Observations sur le développement de pw. 
Double périodicité. 


Une des premiéres conséquences de la formule (6) se rapporte 
a une nouvelle forme du développement de pw suivant les puis- 
sances ascendantes de w. Effectivement, chaque terme étant déve- 
loppé suivant ces puissances, on obtient 


1 Ay Se Sl ti 1 
pu=—+3uU? — + 5ut + 7w Sa Se Qual — -+.... 
: u head 6 (ps dad v8 (p10 


Comparant cette formule a celle qu’on a déja obtenue (IV, 4), 
on en déduit 


>» Oo m est un nombre entier 


Ainsi toutes les séries SY 


yp2m 

positif, au moins égal a 2, s‘expriment en fonction rationnelle et 
enti¢re des deux premiéres d’entre elles. C’est la un fait algébrique 
des plus remarquables. 

L’observation qu'il y a lieu de faire ensuite sur la formule (6), 
c’est que, peu utile pour le calcul numérique, elle est merveil- 
leusement propre 4 mettre en évidence la nature de la fonction 
pu. On y lit, en effet, immédiatement que pz devient infini pour 
u= vv, et que [(u— ww)? pu],_,, a pour limite Punité. La double 
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périodicité n’est pas moins manifeste; car, si l'on change w en 
u—+ wy, (sv, étant une des quantités sv), tous les termes qui con- 
tiennent uw s’échangent les uns dans les autres. Toutefois la com- 
position, un peu complexe, du terme général, formé de deux parties, 
ne laisse pas apercevoir tout d’abord si p(w + ,) reproduit pu 
sans changement, ou bien augmenté d’une constanle. Il est bon de 
vérifier sur la formule (6) que c’est le premier cas qui a lieu. 


A cet effet, considérons d’abord la série | : : | ) 


(w+ 7,)? w?2 


w 


ot la sommation s’applique a toutes les valeurs py = 2nw + 2an'w’, 
sauf w =o el w = — 7. Cette série est absolument convergente, 
puisque c’est simplement la précédente ot lon a remplacé w par 
w,, aprés avoir écarté deux termes. Puisqu’elle a une somme dé- 


terminée, cette somme est zéro; car lensemble des quantités — 
? , ] (y? 


ne différe pas de l'ensemble des quantités - Nous pouvons 
Pp p 


(wy + 1)? 
done écrire la formule (6) comme il suit : 


eZ I I ~ I I 
0 = : t 5 ; 
J Te © (eo ey. wp? u— w)2 FS eED || 
: dl 1 Aa 


w 


W == 0, — W,'exceptés. 
Cette derniére forme coincide encore avec la suivante 


pu=——— + s | Ss 
(U = 4 )? (i= )2 (w+ ,)? 
w 


wy ==— , excepté. 
Si Von change maintenant « en (sv —,), on pourra écrire 


I I I 
i = t esa 
f (u+ #,)? DN ese: =| 


w 


aussl 


Wi ©. Excepte- 

C’est justement l’expression de p(w + s,) suivant l’égalité (6) 
sans aucune transformation. On a donc vérifié directement la re- 
lation 

p(u+ 7) =py, 


qui exprime la double périodicité. 
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Développement de p’u, de p’u, etc., en séries 
a double indice. 


Pour obtenir, 4 l’égard de p'u, p"u, pu, ..., les développe- 
ments analogues, nous avons le choix entre deux moyens. Le pre- 
mier, celui qui parait d’abord le plus simple, consiste a prendre 
les dérivées aux deux membres dans la formule (6). Pour la rigueur, 
il suffit seulement de se conyaincre que les dérivées de la série (6) 
sont égales aux séries composées avec les dériyées des termes. Ce 
fait résulte de ce que les séries ainsi obtenues sont untformément 
convergenles par rapport a w('), et cette propriété s’établit im- 
médiatement au moyen de l’analyse qui précéde. 

Mais une autre voie, non moins facile et plus conforme a notre 
mode d’exposition, s’ouvre aussi, et nous allons la suivre, en déri- 
vant les deux membres de la formule (1); puis, comme précé- 
demment, nous supposerons 7 infini. Voici, a cet effet, une trans- 
formation de l’égalité (1). Prenons la formule d’addition, pour la 


fonction ¢(V, 16a), 


C(u+°)—C(u— °)— 29 = — bg 


’ 
JOMLE 849) 
et concluons, en dérivant par rapport a ¢, 


Qo Moy 
Dias p's 


p(u+v)+p(u—v)—apre= eae emer 


u YP ° 
Mettant area lieu de w et 9, et nous reportant a la formule 


(1), nous pourrons l’écrire ainsi 


; tet ee eS ut w\ | u— Ww Ww 
i) Pe TPR =P ( n ) »( n ) ap | 


ou mieux encore 


( I u I y wu — wp 
NDURSSe ON ae aa Pp sea |e [fy 
WOE 0. 1U* dco nr nv 
w 


(8a) 


= 
2 
| 
I| 
iw) 
S 
> 
S 
i> 
wo 
1) 
~ 
S 
S 
po 
a 


i) = i! = excepté. 


(7) Au sujet de la convergence uniforme et de la différentiation des séries, on 
peut consulter le Cours d’Analyse de VE cole Polytechnique, par M. C. Jordan, 
i M5 a tis 
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On remarquera que cette forme du second membre fournit, plus 
immédiatement que dans la formule (1), la limite de chaque terme, 
pour n=. Mais elle exigerait un détour de raisonnement pour 
qu’on en put conclure qu’effectivement le second membre et la 
série (6) ont méme limite. Ce détour cesse d’étre nécessaire a 
l'égard des formules dérivées de (8). Pour ces derniéres, tous les 
termes suivent une seule et méme loi, et l'on peut écrire en gé- 
néral 


I u— 
| piu = array pie (“—* ) , WZ No 
(9) « id 
Tyee n—1 


| w~=2mw+2mMw', Aa Oe Ty uate coke gst 


Nous concluons de la, pour la formule limite, 


‘al T 
| pi’) uw = (—1).2.3...( 44 =e Uezl. 
(10) w 


Sa9, Bees 4 


ee 


n | 
w=e2nw +a2n'w', ma =O, SEI 


>] 
En effet, d’abord, tous les termes de la somme (g) ott m, m’, en 
valeur absolue, sont respectivement moindres que deux nombres 
arbitraires M, M’, convergent vers les termes correspondants de 
la série (10). En second lieu, la somme des valeurs absolues des 
termes de la somme (g), ot = m, + m! dépassent M et M’, peut, 
par le choix de M et M’, étre rendue aussi petite qu’on voudra. C’est 
cetle derniére partie qui, non immédiatement évidente dans la for- 
mule (8), est évidente dans la formule actuelle (9). 
Effectivement, un terme quelconque peut étre écrit ainsi 


u pr2 u w 
poe I p pte (so Jeli es 2s 
(u — wy)? n : n n 


Or ¢, ainsi qu'on l’a déja observé, est limité dans une étendue 


telle que la fonction p+? p\) » y reste toujours finie. Onen peut dire 


. u 
autant de cette méme fonction quand on yremplace ¢ par ( — =) ; 
ne 


si m est pris assez grand. Le terme ¢ différe donc seulement par 


on, I : . - De vin - : 
un facteur limité de Caan est, lui, le terme général d’une 


i ah 
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série absolument conyergente. Par conséquent, la somme des 
termes analogues a ¢, om, m’surpassent M et M’, peut étre rendue 
inférieure 4 toute quantité donnée, comme il le fallait prouver. 
La série (10), de méme que la précédente (6), met en évidence 
les infinis w = w des dérivées de pw; ony lit la double périodicité 
mieux encore que dans (6); car, si s, est une période, le chan- 
gement de wen (w+ 0,) a pour simple effet d’échanger les termes 


les uns dans les autres. 


Développement de Cu en série a double indice. 


On peut tirer le développement de Cw de la formule (6) en in- 
légrant aux deux membres. Mais nous adopterons encore la mé- 
thode plus élémentaire qui consiste a déduire d’abord de la formule 


(8) son analogue pour la fonction Cu. En intégrant chaque membre 
de cette égalité (8) et observant que (Gu— «) ? ( — ~) ont 
u rv nv u 


tous deux la limite zéro pour uw = 0, nous obtenons 


I u I u = WwW 1p u ioe 
(11) Cu= —-C—-+ — C = € -+2—p 
S S > J ? 
OI 1b n n n° n 


w 


ets doit étre pris comme dans la formule (1). Voulant reproduire 
une analyse semblable aux précédentes, occupons-nous d’abord 
de ce qui en était tout 4 lheure la troisiéme partie, en considé- 
rant les termes ot les nombres m et + m! surpassent deux 
nombres arbitraires M et M’. D’aprés la formule d’addition (V, 16), 
transformons le terme général ¢, du second membre (11) successi- 
vement ainsi : 


/ u n 
_— \ 
if u nr u og 
t, = 20 t = ae Pp 9 
nr 7 u Ww 7U rv 
cane n yp 
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Ainsi qu’on l’a déja observé, ¢? py est une quantité finie ; d’autre 


t hp U UNS UNE ane 
ELS Ss hea) Dice p>? pour n infini, convergent 


7t 2\n Jv Tv 


u . . 
vers +1; donc 5 £1 a pour expression asymptotique 


i u? 
sa = s6@} 2 
au? p27 


Oh = EAN 


Réunissant les termes, on peut écrire 
a*u* 


> 
: au? 
GOS (ih 
: yy? 


terme général d’une série absolument convergente, puisqu’il est 


$s, = 


A I A la , 
comparable a ae De la résulte que, n étant suffisamment grand, 


on peut prendre Met M’ tels que la somme des termes ¢, soit, 
en valeur absolue, inférieure a toute quantté donnée. 

I] reste maintenant a former, avec les limites des autres termes 
de la somme (11), une série convergente. Mais, pour que, dans 
cette série, on puisse, comme dans les précédentes, séparer les 
termes qui répondent a deux valeurs de «, égales et de signes con- 
traires, nous ajouterons, sous le signe sommatoire, dans (11), les 


ab ( yp : F : reaas 
deux termes C et ¢(— “) » gui se détruisent, et nous écrirons 


hu I ,u—w 5 ee “  & 
(11 @) CU S C C— = = Pp . 
i 10 n nm fx FO ET 


les valeurs de w seront alors les mémes que dans la formule (8 a). 


De la se conclut la série 


if I I u 
(12) cu=i+ >| ies |; 


oti a les mémes valeurs que dans la formule (6). Le terme gé- 
néral de la série (12) est effectivement la limite du terme général 
dans la somme (11). De plus, la série est absolument convergente; 
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car ona 


terme comparable a a 

La série (12), comme les précédentes, met en évidence les in- 
finis de Cw; quant ala propriété relative 4 addition d’une pé- 
riode, on peut la reconnaitre par le calcul svivant, analogue a 
celui qui a été fait déja pour la série pu, mais un peu plus com- 
pliqué. 

Désignant par «, une période, nous écrirons d’abord, en excep- 
tant de la sommation les valeurs = 0 et w= — ™, 


; I I u I I uU+ wy T 
We Saal el ~ = n 1 
S (EH nr T > T T - —- 
u U+ Wy, WR wy u— Ww (ww + 1)? WP + Wy 


w 


EV fu U+ Py I I 
-— = +———— }- 
m2 (wt)? ww wt wy 


w 


Nous passerons de la a la forme suivante : 


; I I u+ Wy I 
Cu= —— + , + 
U—- Wy ,LuU— ~~ (w+ ,)? + wy 
I I 
+ u . 
2 | 0? (w + 1)? 
a, T 4 I 
Wy, Dy wv (we + 1)? (P+ Wy 


Dans la premiere série 5,, est exceptée la seule valeur + = — 9, ; 


dans les deux autres, sont excepltées les valeurs m—=o et 
(ee SE Ts 
La série 32, qu’on a déja rencontrée dans le calcul analogue 
pour pw, est nulle. La série 3 est une quantité indépendante de 
uw, quon désignera par — 27, en y adjoignant le terme — oe 
Vy) 
Quant a la série X,, avec le terme qui la précéde, elle représente 
C(w + ,), comme il résulte du changement de w en (— #,). 
On a done effectivement 


Cu = C(u+w,)— 2%, 


CHAPITRE XI. — SERIES A DOUBLE INDICE. 393 


avec cette expression de 24 


& ae 4 I I 
27 = T 5 - t > 
Wy ( + w,)? w+ 4 w 
w 


W = 0, — , exceptés. 


Développement de «wu en produit 4 double indice. 


Dans la formule (11 a), prenons, de part et d’autre, les fonctions 
dont les deux membres sont les dérivées logarithmiques, en déter- 
minant les constantes de telle sorte que le rapport de chacune de 
ces deux fonctions a la variable wu ait l’unité pour limite, quand u 
devient nul. Nous aurons ainsi 


w——uUu 
3(' ) uw 72 w 
-(C—+ —p-— 
(TS) guano— | | enn at Pn 


Les limites des termes de ce produit limité nous conduisent au 
produit infini 


ee ters 
(14) Satine | f C= ae ates 
¢ 


ou  parcourt les mémes valeurs que dans les séries (6) et (12). 
L’exactitude de cette formule (14) sera établie si l’on prouve, 
comme on l’a fait précédemment pour les séries, que le produit 
des termes ou, dans la formule (13), =m et +m! surpassent 
deux nombres donnés M et M’, peut étre rendu aussi voisin de 
Punité qu’on voudra, par le choix de M et M’. Pour le montrer, 
réunissons les facteurs deux 4 deux, en groupant ensemble ceux 
qui répondent a deux valeurs de #, égales et de signes contraires. 
Le produit ¢; de deux pareils facteurs, suivant la formule fonda- 
mentale (VI, 12), peut s’écrire 


(eh —— Pe woeu 

or o uz ow cape 
nv 7v a oe > U u (og cry) Oe 
Co “ - CRA Ge ( J . pales 


ee 
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ou bien, en remplacant encore =) pare, 


ue 


i B\P fae ab Ue ae pe 
t3= oy = 59 SOP IO We : 
ure Oe Te. sy 


Mettant, au lieu de v2 pe, la lettre a, qui représente ici, on se 


le rappelle, une quantité finie, on voit que ¢; tend vers V’unité. Il 
existe donc une détermination du logarithme népérien de ¢; qui 
tend vers zéro; choisissant ainsi le logarithme, ona 


Cette quantité, quand mn devient infini, a pour expression asym- 
q rq , ap p y 
ptotique 


. 2 : ‘ I Mesh 
qui est elle-méme asymptotique 4 — ~ ——-, terme général d’une 
D wr 

série absolument convergente. On peut done choisir n assez grand 


pour que la somme des logarithmes des termes ¢, differe aussi 


2 2 


, Ora UGA 
peu qu’on voudra de la somme des quantités — 5 pr: cette der- 
s if 


niére, si l’on prend M et M’ assez grands, est aussi petite qu’on 
veut. Donc la somme des logarithmes des termes ¢; peut étre 
rendue moindre que toute quantité donnée et, par conséquent, le 
produit des facteurs ¢; aussi yoisin de l’unité qu’on voudra. La 
formule (14) est donc complétement prouyée. 

On peut remarquer que nous n’avyons pas eu a démontrer la 
convergence du produit infini (14); elle résulte de notre analyse. 
Elle est d’ailleurs évidente. La convergence d’un produit infini 
a lieu, par définition, en méme temps que celle de la série 
des logarithmes de ses facteurs, les logarithmes étant pris comme 
tout a Vheure : le logarithme du facteur général, dans le pro- 


duit (14), est 
low peaks eee Uae 
=) @)/ ww: owe? 


3 


- e . (2: ¢ 
ila pour expression asymptotique — so? terme général d’une 


série absolument convergente. 
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La formule (14) met en évidence la nature de la fonction, qui 
s’offre nettement comme ayant, pour toute valeur de w, une valeur 
finie; on y voit les racines uw = ~. Quant aux propriétés relatives a 
Paddition d’une période, leur vérification n’offre aucune difficulté ; 
il suffit, pour la faire, de reproduire exactement le calcul qui a été 
développé dans le paragraphe précédent a l’égard de la série Cu. 
Mais cette vérification va étre effectuée d’une autre maniére; ce 
sera une des conséquences de l’analyse qui va suivre. 


Transformation de o(uw+a). 


D’aprés la formule (14), les facteurs du produit infini ¢(u +a) 


/ 


ont la forme( 1 -- Sane Notre but actuel est de remplacer ces 


u : , 
facteurs par (1 _ — - Le rapport de ces facteurs est indépen- 
a w—-a 


dant de w, car ona 


uta u a 
I-- as i(( I— —}- 
Ww w—a wv 


C’est dans la transformation des exponentielles que réside le 
calcul. L’exponentielle qui accompagne le facteur enyisagé a pour 


exposant 0, 


/ 


I We a\ uUu+a 
= ck w ary 


Considérons les deux quantités suivantes 


I u 2 Uu I @? die a 
= + — SS = - —< S$) 
PA 2\w—a w—a ° 2 2 w 


et retranchons-les de 9; voici le résultat : 


5 ‘iy seed Pol 1 is fa I I 
SNS enya ole = T Son aie Sa Sle oe : 
ON a a a 2 (~— a)? ' les Ww a— wv 


Mettons, en outre, le premier facteur (w + a) sous la forme 


1u2 wu ze u 


Sees wae u eh ares 
(16) e 2a ea (i+ 2 e2 @ a, 


Remplacons maintenant, dans le produit infini ¢(w + @), p par 
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lexpression (15) et partageons ce produit en quatre autres, tous 
absolument convergents : 
1° Une exponentielle dont l’exposant est 


eNO ria | — 5 |} = $upa; 


2° Une seconde exponentielle dont l’exposant est 


I an! I I a 
w}~ + eager = UNE 
a a— Ww Ww Ww 


3° Le produit provenant de ladjonction des facteurs e?: aux bi- 


A a . 
ndmes (: — “| » avec le facteur a du produit (16), 


4° Le produit provenant de l’adjonction des facteurs e?: aux bi- 


L oe by 
;) » auquel on adjoint les deux derniers facteurs 


nomes (: — 
(YP — 


(16). Ce produit a la forme 


(17) {l(- wg lima) “waa = Fu, a) 


‘ w—a 


w 


ou wy parcourt toutes les périodes, y compris zéro. 
De cette facon, nous obtenons la formule 
ae wpatula 
(18) o(u+ta)=ca.f(u,aje * , 
dont nous ferons divers usages. 

Tout d’abord, nous allons en tirer parti pour reconnaitre l’effet 
de Vaddition d’une période ¢y, a argument de la fonction o. Nous 
observerons, a cet effet, que /(u, a) est doublement périodique 
par rapport aa; car le changement de a en (a+ w,) échange, 
les uns dans les autres, les facteurs du produit (17). Connaissant 
déja les deux relations 


p(a+w,)=pa, Cla + w,) = Cas 2%, 
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nous tirons de (18) 


O(U+a+1) _ kG es) 


c(u+ a) ca 


27u - 
> 


ou, sous une autre forme, en posant u+ a=), 


par conséquent, 
o( Ubi #1) 


— Cc e2nu 
ou 4 


C étant une quantité indépendante de w. Si 4, est une demi-pé- 
riode effective, c’est-a-dire n’est pas une des quantités , on dé- 
terminera C par la supposition uw = — 4sy,. Comme ¢w est mani- 
festement une fonction impaire, on aura par 1a (en mettant © au 
lieu de 4, ) 

O(Us- De) 


— E27 (u+@) , 
ou 


(19) 
formule supposant essentiellement que @ ne soit pas une période. 
Par Vaddition successive de 26, on obtient, comme on l’a fait au 


Chapitre VI (p. 182), la formule générale 


o(u+ 20) 


e27(u+a), 
om) 


(19 @) == 
ot l’on doit prendre le signe moins quand 6 n’est pas une période, 


le signe + dans le cas opposé. 


Nouvelle définition des fonctions elliptiques. 


Aprés avoir introduit les séries S (Chapitre VHT), nous avons 
été conduits naturellement a généraliser les fonctions elliptiques : 
pour ce but, il a suffi de supposer, dans les séries 3, les deux pé- 
riodes remplacées par deux quantités arbitraires, dont le rapport 
fat imaginaire. Dans le Chapitre actuel, nous avons emprunté seu- 
lement les notions établies avant l’introduction des séries 3. Nous 
pouvons, avec les nouvelles séries, généraliser aussi les fonctions 
elliptiques par le méme moyen. C’est ce que nous allons faire, et 
la suite de notre analyse nous raménera, dans le Chapitre XII, 
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aux mémes séries S, qui se présenteront ainsi d’une maniére 
moins directe, mais plus naturelle, et plus conforme a lordre 
historique. 

Voici donc le probléme que nous allons traiter. Désignant par w 
et w’ deux quantités arbitraires, dont le rapport ne soit pas réel, 
nous prenons les trois fonctions pu, Cu, ou, définies par les éga- 


lités 
i T iS al I Wek 
a : ? 
J u? D3 (u— w)2 * w? 
w t 
I I I u 
C= | f ? 
u u— w Ww 2 
(20) w 
ue 
B\ = z 
oth == I— Cie 
v 
w 
tes! is cee ae 
w =anw+anw'; Dien Oy BE, SB o bag SE Cie 
n 


TTI ==20 eXceples 

Nous nous proposons de prouyer que ces fonctions jouissent des 
propriétés signalées comme caractéristiques dans le Chapitre VI 
(Propriétés caractéristiques de du, p. 184), savoir 


(21) 


d 
NOP SU GL — Cu=—pu 
Gh) = a dite Dts 


o(u+)c(u—-e) 


o2UuU.c2y 


(22) =py— pu. 

Les propriétés de périodicité de ces fonctions ont déja été tirées 
des seules formules (20), et nous avons démontré que, 2 dési- 
gnant une quelconque des quantités ~, on a 


(ee ae C(u+ 20) = Cu+ 2%, 
(23) o(uU+20) ed 
== 9 2H(U+-O), 
Tu Bate 


La lettre 4 désigne une quantité dont nous avons obtenu le dé- 
veloppement. Enfin, par le moyen des seules formules (20), nous 
avons aussi obtenu légalité (18), ot s’introduit une fonction a 
deux variables (wu, a). Cette derniére est définie par un produit 
dun nombre infini de facteurs (17). 
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Il peut d’abord sembler inutile de prouver les égalités (21), quiré- 
sultent de la différentiation dans le produit ¢w et dans la série Cw. 
Mais la seule preuve générale que l’on posséde pour la différen- 
tiation des séries n’est pas assez élémentaire, et nous ne voulons 
pas Pinvoquer ici. Au surplus, il n’est pas dénué d’intérét d’éta- 
blir les égalités (21) par un raisonnement facile et court, fondé sur 
la formule (18). 

Nous allons faire usage de la formule de Taylor, limitée 4 un 
terme quelconque, avec l’expression du reste, telle qu'elle a été 
donnée par M. Darboux (') pour les variables imaginaires, 


| (a+) = 0(a) + hella) t... 


4) Ar ~ (UE = Gye 
| + ——— oW(a)+i ot+V (a+ Oh). 
NW SDoc st © é 1.2.../.p ; 


Dans cette formule, le facteur  constitue la seule différence 
avec la formule depuis longtemps classique, mais propre seulement 
aux variables réelles; a et h sont réels ou imaginaires, 4 réel et 
compris entre zéro et +- 1, p arbitraire; enfin ) est une quantité 
inconnue, mais dont la valeur absolue (module) est inférieure a 
Punité. 

Appliquons cette formule avec les suppositions 


o(h) = log (1— 2), GOs, i: DX [P= Ss 


i 
oes, o an \ ay et ais ay 83 5 
logii—h)=h+4h + th G=0np 


De la définition (17) tirons le développement de log f(w, a) et 
remplacons chaque logarithme suivant la derniére formule; nous 
aurons 


ig oa 


i e h 
log/(u, a) =— (“5 ) ( Nu i‘. 
a Re 


Bien entendu, les quantités inconnues A et 4 dépendent de wu et 
varient d’un terme a l’autre. Mais, supposant w suffisamment petit 
en valeur absolue (et nous allons le supposer tout a l’heure infini- 


(') Darsoux, Sur les développements en série des fonctions dune seule va- 
riable (Journal de Mathématiques pures et appliquees, 3° séric, t. Ill, p. 291). 
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ment petit), nous voyons que le second facteur, sous le signe de 
sommation, est essentiellement limité. On peut notamment, en lhi- 
mitant w, faire en sorte que l’on ait 


en valeur absolue. 


ms T 
Comme la série > Ca est absolument convergente, nous 


a) 


avons, en résumé (la valeur absolue de wu étant limitée), 
LM (i GP) Waxes A(t, G2) == INE, 


et A est une quantité toujours finie. Donc d’abord F est nul avec w. 
En second lieu, le quotient de F par u est nul aussi avec u. Done 
F a une dérivée par rapport 4 uw, et cette dérivée est nulle avec wu. 
Ensuite le quotient de F par wu? est nul en méme temps. Donc Fa 
une dérivée seconde par rapport a uw, et cette dérivée est nulle aussi 
avec U. 

Ceci reconnu, prenons, par rapport a uw, la dérivée logarithmique 
au second membre de (18), et faisons wu = o. Cette dérivée se ré- 
duit 4 €a. D’aprés l’expression du premier membre, ona donc 


sx 
g 


| gelesen +ay| = 


u=0 
et, par suite, 
d 
—logcva=a. 
oe : 
Prenons la dérivée seconde du second membre de (18), toujours 
par rapport a wu, puis supposons u = o. Cette dérivée se réduit a 


— pa. On a done aussi 


ie log¢ga=—pa 

da» ° d 
et les égalités (21) sont démontrées. Il reste a prouver l’éga- 
lité (22). 

Mais nous ferons plus, et nous établirons directement la for- 
mule de décomposition en éléments simples (Chap. VII) pour les 
fonctions doublement ‘périodiques composées avec des produits 
et des quotients de fonctions o. 


CHAPITRE Xf. — SERIES A DOUBLE INDICE. 381 


Nouvelle démonstration pour la décomposition des fonctions 
doublement périodiques en éléments simples. 


Considérons la fonction suivante 


cg(u—a')c¢(u—D')...c(u—) 


(25) P(u) = o(u—a)o(u—b)...c¢(u—t) ; 


ott les facteurs sont en méme nombre au numérateur et au déno- 
minateur, oul, de plus, la somme des racines est égale 4 la somme 
des infinis 


(26) av+b+...4+ttH=at+be...+t. 


On l’a vu au Chapitre VII, ceci est la forme générale des fonc- 
tions rationnelles de pu et p’u; mais actuellement nous devons 
faire abstraction de ce fait : nous avons seulement, d’aprés la rela- 
tion (23), une conséquence de la condition (26): ®(w) est dou- 
blement périodique. Nous profiterons de cette propriété au cours 
de notre analyse; mais c’est d’une autre maniére que la condition 
(26) manifeste son importance tout d’abord. 

Prenons, pour chaque fonction ¢ dans le produit (25), un fac- 
teur de son développement, celui qui répond a une méme période 
jw. La condition (26) a pour effet de faire disparattre wu dans l’ex- 
ponentielle. Si, pour abréger, on pose 


a?+ b2?+,..+t?—(@8+0+...4+0)=2), 


on obtient cette expression de ®(w) en produit infini absolument 


convergent 
(u—a)(u—O')...(u—7) 
Os aes eee! 
) (u— a)(u—b)...(u—t) 
(27) (wut a)(w—u+d')...(w—u+t) 5 


(w—Uu ENG? 1 US Sea 
\ 2 
Si nous limitions les valeurs absolues de n, n', nombres qui 
composent w= 2nw + 2n'w!, O(w) se changerait en une fraction 
rationnelle ¢(u). 
Nous pouvons considérer ®(w) comme la limite vers laquelle 
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converge cette fraction o(w), quand, supposant toujours 
Bape NS esp <OINK, 


les nombres N et N’ deviennent infinis. Cela étant, nous allons dé- 
composer o(w) en fractions simples et chercher la limite de la 
formule de décomposition; ce sera une nouvelle forme de ®(u). 

Les deux termes de la fraction 9(w) étant d’un méme degré, la 
partie entiére, dans la décomposition, est indépendante de w. Soit 
C cette partie entiére. Les fractions ont pour dénominateurs 


(u—a—w), (u—b—w), ..., (Uu—t—~), 


avec les diverses valeurs de «, y compris zéro. Les numérateurs 
de ces fractions, ou résidus, sont respectivement 


Cp [( Ue oe wy) 0(U)|u=atws 


By =|[(u—b—w) O(U)|u-=b+ws 


Ty = [((u — t— w) o(U)Ju=r+w- 
Comparons-les avec les résidus correspondants de ®(w), savoir 


iy = [( u—a — wy) P(U)|u=atw) 
Bw = [(u— b— w) ®(U)|n=o40; 


tw= [((u— t— w) (4) ut 


Chacun des derniers, «,, par exemple, est le produit de facteurs 
en nombre illimité, mais ce produit est absolument convergent. 
Chacun des premiers, «,, par exemple, est le produit de facteurs 
en nombre limité, et tous les facteurs qui composent «,, font partie 
du produit «,,, absolument convergent. Mais la double périodicité 
de ®(w) nous apprend aussi que les résidus a, 8,,, ..., tT, sont 
indépendants de w, et coincident avec a, (4, .-., t. Le produit, 
absolument convergent, «,, a done une valeur finie, qui ne varie 
pas avec wy, et l’on peut déja affirmer que «, a, lui aussi, une va- 
leur finie, dont on pourrait assigner une limite supérieure inva- 
riable, si grands que soient les nombres n et n’. Il en est tout 

; 


autant pour (i,, ..., 7. Soient donc M et M’ deux nombres arbi- 
traires, mais qu’on ne fera pas varier avec N et N’. Prenons les 
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fractions ol = n et +n! sont compris respectivement entre M, N 
oot eh ae 

et M’, N’, et distinguons par l’indice 1 les valeurs de w correspon- 

dantes. La somme de ces fractions est 


t ih I 
ae Cha, ; Bay Ce \ 
A | 66 ot . 
SESE GDF, u—t— 


Wy 


Nous servant de Videntité 


I I 2) p2 


- 2) 
9— Py ww? wi(w,—?) 


et y mettant successivement (uw — a), (u— b),...,(w—t), a la 
place de », changeons S, en Ja somme de deux autres quantités : 


y= T,+ C4, 


' I u—a ' I u—b 
Ti=— | a. ( : js Bu ( : )ae 
4 wi Saal Al 


oO 
| 


8 wy, (Uu — a)? =i Bw, (ue — by? = 
w2(,—U+a) w?e(m,—Uu+b) ~ - 


Wy hi = 
ry Ua) | 
1 ‘ 


w2(w,—u+t) 


Cette derniére quantité ¢, donne lieu a l’observation suivante. 
Les numérateurs élant limités en valeur absolue, les termes qui 
composent ¢, sont ceux d’une série absolument convergente, car 
les dénominateurs sont comparables a «}. Done on peut prendre 
M et M’ assez grands pour que ¢, soit inférieur 4 une quantité 
donnée, si petite qu’elle soit. 

Prenons, d’autre part, les fractions ot “=n et = nr! sont moin- 
dres respectivement que M et M’. Quand w est ainsi limité, et que 
N, N’ deviennent infinis, 9(w) tendant vers ®(w), ,, tend vers 
mn oe OM CnC nop yoo) Ty, CIMeTent del eg n Op a, vo par des 
quantités que l’on peut rendre aussi petites qu’on voudra en pre- 
nant N et N’ assez grands. La somme S de ces fractions peut donc 


se représenter par 


I I I 
S=e+a4 = @) s beet) ao: 
Ce = ea baa ras. ae Gs 0" 


Ww w w 
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ete désigne une quantité infiniment petite quand N’ et N’ sont in- 
finiment grands. Ici s, rappelons-le, est une période quelconque, 
y compris zéro; mais + n et +n! ne dépassent pas les nombres 
fixes M et M’. 

Maintenant, en ajoutant et retranchant certains termes, écrivons 


S sous la forme 
S=-+T-+R, 


~ I 1 it Wb 
ta aL ( — + “= 
Nas | . Nao op Bo Ww wy? 


Ww 


H I if I Oo 
Rg== ay t t me = 
u—a feed \ U — A— WwW wv w? 


+ 
ce) 
oS 
— 
> 
4 
7M = 
ER, 
| 
Sy oe 
| 

< 
Sh 
Ss 
=] | 
pS 
Se 
——— 


Dans ces derniéres sommations, sv = 0 est excepté. On voit que 
R se compose du développement de 


ay C(u — a) + Bo C(u— b)+...4+% C(u—t), 


limité aux termes ou 7, nm’ ne dépassent pas M et M’. La différence 
e’ entre R et cette derniére fonction peut donc étre rendue aussi 
petite qu’on veut par le choix de M, M’. Soit done 


UU) = p(U) — %& C(u— a) — By C(u— b) —...— FH C(u—2), 


nous avons 


buy =CO+T,+T+e+e' +5. 


Les trois premiers termes C+ T,+ T forment ensemble un 
bindme du premier degré en uw, Pu + Q, dont l’analyse précédente 
ne laisse pas aisément apercevoir la forme limite. Mais, supposant 
N et N’ infinis, nous avons pour ¢, ¢’, e¢, des quantités infiniment 
petites ; le premier membre a pour limite la fonction 


Wu) = B(u) — % Gu — a) — 6) Cw — 0) —...— % Cu — 2). 


— lhe. 
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Done Pu + Q a aussi une limite finie, quel que soit w; donc P 
et Q ont des limites finies. Ainsi notre analyse conduit a ce résultat 
que W(w) se réduit 4 un bindme du premier degré en w. Il reste a 
établir que P est nul. C’est a quoi lon parvient en observant la 
double périodicité de ®(w). En effet, de légalité 


W(u)=Pu+Q, 


on déduit 
W(u+aw) — V(u)=2Pwo =— 2(49-+ Bo +... +70)4, 
W(u+ 2w') — W(u) = 2Pw'=— 2(a)+ Bot... +) 7’. 


Si done on yeut bien admettre comme établi que lon n’a pas 
7,0' — 7/0 = 0, il en résulte nécessairement P = 0, et l’on trouve 
en méme temps que lasomme des résidus est égale a zéro. Quoique 
la relation précise 


ur 
qu’ — 4/0 = —- 
2 


ne soit pas encore établie dans l’analyse actuelle (ce que nous fe- 
rons d’ailleurs au Chapitre suivant ), on peut cependant reconnaitre 
sans nouveau calcul que (qw’—7/w) est la moitié d’un multiple 
impair de tx, et, par conséquent, n’est pas nul. Nous avons, 
en effet, en partant de la définition actuelle de ¢u, prouvé (équa- 
uuon 19) légalité 


S(uU+ 20) 
ou r 


(28) 


= e2m(uto), 
qui est vraie toutes les fois que © n’est pas une période. Nous 
avons donc successivement 


T(U+2W'+20) _ 
J(u +20’) 


e2nu F200) | 


fod 9)! 
S(U 20 ) e2q!(u+w!) 


ou 


> 
de la, en multipliant membre a membre, 


J t lf 
(29) o(U + 20) + 20) =F e2(ntqUtw+0") se e2(qw'—1'w), 


Tu 
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D’autre part, les relations 


Cu + 20) = Cu-- 27, 
C(u +20’) = Cu+ 27’ 


conduisent a celle-ci 


C(u+2w +2’) = Cu+2(4 +7’), 


d’ot l’on voit qu’avec 26 = 2 + 20’, onaaussi 2H = 27 + 27). 
Comme (w + w’) n’est pas une période (w et w! ayant leur rapport 
imaginaire), Pégalité (29), comparée a la précédente (28), exige 
qu'on ait 

(30) e2(qo!—a'o) — —y], Ho — no = at Ut. 

Nous avons done prouvé par une analyse directe que tout pro- 
duit de fonctions ¢, tel que ®(wz), est décomposable en une somme 
d’éléments simples : une constante, et des fonctions ¢. Les infinis 
de la fonction sont supposés différents entre eux, c’est-a-dire tous 
simples. On peut de la passer aux autres cas, comme on l’a déja 
fait au Chapitre VII pour une question analogue. Mais notre objet 
est uniquement ici de conclure la formule fondamentale (22), et 
c’est ce que nous ferons ainsi: prenons 


o(u+v)o(u—v)c(2a) 


o(u+a)o¢(u—a)o(o+a) o(o—a)’ 


P(u) = 


les résidus sont = 1, et la constante se détermine par la condition 
®(¢) =o. On a donc 


P(u)= C(a—u)+ C(a+u)—Cla—v)— f(a+ 0). 


Divisons les deux membres par o(2a@), et faisons a=o. La 


quantité 


——[C(a—u)+C(a+u)] 


Os : 
se présente sous la forme af [in prenant le rapport des dérivées, 


ona pour la limite 


i[—p(—u)— pu] =— pu. 
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De méme a l’égard des deux autres termes, ot u est remplacé 
par ¢; donc 
c(u+v)c(u—P) 
o2u o29 


= pvr—pu. 


C’est la formule (22), que nous voulions établir. 

On ne manquera pas d’observer la grande portée de la démon- 
stration qui vient d’étre exposée. En prenant pour point de départ 
les définitions (20), nous avons immédiatement trouvé le théoréme 
général de la décomposition en éléments simples pour les produits 
doublement périodiques composés avec les fonctions ¢. De 1a se 
conclurait immédiatement la décomposition des fonctions ration- 
nelles de pu et p'u en produits de fonctions ¢, et toute la sub- 
stance du Chapitre VII. 


Equivalence des périodes. 


La définition des fonctions elliptiques par les formules (20) 
conduit a la notion d’équivalence des périodes, plus immédiate- 
ment encore et plus clairement que la théorie des séries S. Les 
périodes primitives 2, 2’ se trouvent caractérisées, en effet, 
dans les formules (20) de cette unique maniére: ce sont deux 
quantités telles que, si ’on pose 


vm=anw+an'o’, Apnea ea =O 


Vensemble des quantités w reproduise, dans un ordre quelconque, 
l'ensemble des quantités analogues, figurant dans les formules (20). 
Il est dés lors évident que 2 et 2! sont deux périodes primitives 
si ’on a en méme temps 


6 =aw + ba’, wo = 40 + BO’, 
6’ =aw+ b'o', ow! = a & + 8’, 


a, b, a’, b', a, B, a, B’ étant des nombres entiers. C’est ce qu’on 
exprime en d’autres termes par les égalités 
© = aw + bw’, 


Oo <= 0G) S26 
o=au+ bu’, 
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De plus, comme il n’y a aucune distinction entre w et w’, on 
peut supposer, sans restreindre la généralité, 


ab'— ba'=-+1; 


car il suffit, pour changer le signe du déterminant, d’intervertir © 
et & ou bien w et w’. Cette derniére convention apparait ici comme 
ayant pour seul objet de laisser inaltérée la quantté (7 /— 7'w) 
quand on change les périodes primitives; car ona 

a) = | i= bx’, jo’ — 46 ‘a. (aba ba')(qw' — n/w); 
7! pain a'4 aie b'n!, i ? 
mais la suite de analyse actuelle, qui doit nous ramener aux sé- 
ries J, présentera cette convention sous son véritable jour. 


Expression de 7,uv, ¢,u, ¢;u en produits 4 doubles indices. 
Reprenons la formule (18) en l’écrivant ainsi 


1 ry 
= AL pe 


o(u+a : 
EAL Ete ai Qe? 


oa 


Nous y retrouvons, au premier membre, cette méme fonction 
de w dont nous avons appris a former le développement suivant 
les puissances ascendantes de wu (VII, 48). Cette fonction est 
maintenant développée en produit 4 double indice /(u, a). 

Supposant, en particulier, pour a, une demi-période wy, nous 
avons, au premier membre, ¢,u. Voici donc le développement en 
produtt : 


f 1 a u Ieee 
re ore ae 
Sl So © b— —— ewe tare 
Vy 


(31) Wo 


Wy= 2NW + 2n'w'+ wy, 
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CHAPITRE XII. 


DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ¢ ET & EN PRODUITS SIMPLES. 


Développement de o, en produit simple. — Démonstration de l’égalité 
is 


a a cee 


Développements de cu, ¢,u, 7, en produits simples. — Expression des trois 


1 
ee SD 4 . : 
quantités cwe 2° et de Ve, — €, en produits. — Expression de Cu et de pu 
en séries simples. — Expression de nw et des racines e, en séries simples. — 
Les séries S déduites des développements en produits. 


Développement de o,u en produit simple. 


Aprés avoir développé les fonctions ¢ en produits a double in- 
dice, on est naturellement conduit a transformer ces produits par 
le groupement des facteurs. Le groupement le plus simple est celui 
de tous les facteurs oti l’un des indices a une seule et méme valeur. 
C’est celui que nous allons effectuer. On peut opérer sur l'une 
quelconque des quatre fonctions ¢; nous choisirons ow. Il faudra, 
pour ce calcul, se souvenir du développement de la fonction cosinus 
en produit infini. Ce développement est connu dans les éléments 


sous la forme 


x Z 
costna=[P-S : a0, on Sy onan 2UN ai Bn eos 


i 


Il est valable, quel que soit x, réel ou imaginaire. Nous l’écrirons 


un peu autrement : 


Fs i 

1 ot Hee Sa 

(1) COSZ TL = L4 a Came, 
n 


57 SOU. se) oa esc 


a ? 


L’exponentielle qui compléte chaque facteur linéaire disparait 
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quand on réunit ensemble deux facteurs correspondant a deux va- 
leurs de n, égales et de signes opposés; par conséquent, la seconde 
formule découle de la premiére : elle offre Pavantage de contenir 


un produit absolument convergent, formé avec des facteurs li- 
néaires. 


En méme temps que la formule (1), nous aurons a employer les 
deux suivantes, qui s’en déduisent par la différentiation logarith- 


mique : 
pr tangine =>) (5 — : ) 
‘ nm wz 
n 
(2) T rs ea 
(fase ad (Te LY?” 


Prenons le développement (XI, 31) de o,u en produit; suppo- 
sons 4= 92, c’est-a-dire w,—= w-+w', et nous pourrons écrire 
ainsi ce développement 


\ iG 


1 1 u 2 

male f | u TES aa) 

e2 Ce I — ———_,, Jer rnin’ 2\noer'w'/ , 
mw = lw 


(3 ) Re 


SSE SS Oy oodse( Oeil hen ase 


Voici la transformation que nous ferons subir au facteur géné- 
ral du produit (3). Nous l’écrirons 


ai Fs n'a)’ —u wu fi 1 3( OY 1 2 
jp: ee |e? nw W [2 Spe 2\w teers 
( nro ) "Oo Pen 
(4) - .e 


Laissant maintenant 4 n' une valeur constante, faisons le pro- 
duit de tous les facteurs obtenus en faisant varier m. Nous avons 
partagé notre facteur général (4) en trois autres, séparés par des 
points. Le produit de tous les facteurs analogues au premier est, 
d’aprés la formule (1), égal a 
ae n'w'—u 

2 W ay Aye 


tT n'w' 
cos — 
2 


1) 
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le produit de tous les facteurs analogues au second, d’aprés (2), est 


Tu 7 n'o)' 
je SS 


a 
e 20 2) = Bas 


enfin le produit des facteurs analogues au troisiéme donne 


Nous ayons ainsi (en mettant 7 au lieu de n') 


1 
— 5 eee 
Ogu = | | An Brn Cn, 
n 


eee (Ds Lita) etree EOOs 


Pour simplifier cette expression, examinons les facteurs C,. En 
posant 


= i 
(©) q=e 25 
nous avons 


(5a) COS mir: 


De la résulte que la série LlogC, est convergente; car, un fac- 
teur invariable étant omis, le terme général s’écrit sous l'une ou 
l'autre des deux formes 


qr Gua 
G+ gq?’ (i+ g-?)2 


Ces deux formes, l'une pour 7 positif, autre pour 7 négatif, 
mettent la convergence en évidence. Au surplus, deux termes, oti 
les valeurs de n ne different que par le signe, étant égaux entre 
eux, il suffit de donner a n des valeurs positives, et d’adopter alors 
Pune ou l’autre des deux formes, suivant que la valeur absolue de 
g est inférieure ou supérieure a lunité. C’est ici le lieu de conve- 
nir, comme on l’a déja fait au Chapitre VIII, qu’on choisit w! et w 


t 


; w . . F Oph : 
de telle sorte que — ait sa partie réelle positive ; par suite, la va- 
5 tw 


leur absolue de g est inférieure a lunité. 
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Nous avons done 


mao ; 
TU GPL 
log | Jc. = ( =) » Gee qn “gamete 
n 7 


1 
= eu? 
P) 


Il convient de réunir cette série avec le terme e 
done 


2m—1 
(6) a =— Fee +(= =) Sf 


nous aurons 
e-4u* Sou = { | AGB ine 
nu 


On a manifestement B, B_,—=1, d’ot.résulte que les facteurs B,, 
disparaissent par le groupement des facteurs. Voici donc une pre- 
miére forme simple de développement : 


posant 


TT nw —tu tT nw'+u 
cos — cos 
; o) 2 Oo) 
(7) e444" Sol = ; ? 
Sis nw 
cos? — —— 
2 Ww 
fo ity ay , (2-41), ...-+ 2. 


D’aprés Ja formule 
cos(6— c) cos(6 + c) = cos?b —.sin2c, 


on peut aussi écrire 


TU 
sin? —— 
20 
(8) e7 ial 1( ——_——  ]> 
TO 
cos? n - — 
1 ay 89 noon (OPIS SI) 5 ons Ser 
? 
D’aprées (5 a), nous avons 
! ie 
rao) ou 5 TU 
cosm — = sin — I+ g?+aq* sin— 
2W 2W 2W 
Tw! Tg ; 
cos nm — 
2W 
A eeu sin? 7 (eer eee gh a5 . TU 
cos? n - in I 2 sin? — I+ g?” + 2g” cos — 
2W 2W Z Z 2W Z q Ww 
1 ivan Via \>_ : = ‘ 
I+ g”)2 [- gg )\2 
eee (S= 7") (age) 
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Cette transformation change la formule (8) en celle-ci 


TU 
Dt COS tag 2” 

2 G) 
(9) (Sem ory (Th — i SS Se 


(i+ q”)2 
n 
TU ATi tS'9) watsiieyy), (2)tLi-t- I) 5 eit e110 
En posant 
- UTM 
Mo? zg=e, 


on peut écrire le facteur général du dernier produit sous cette 
forme 


TU 
I+- 2g” cos esa Qe = (i+ g” 2? )(1-+ g"2-2), 


et changer alors la formule (g) en la suivante, ot. apparaissent 
deux produits distincts, convergents séparément, 


1+ gz? ie GO B% 
(10) Cm OI } ; = a i / 1 ate, 
2 I qd NW 


nm n 


ee Nirn By Goon (GR Sai), 6 ey Se eee 


On peut encore obtenir d’une autre maniére la séparation en 
deux produits distincts, avec les facteurs qui figurent dans l’égalité 
(7); mais il ya lieu de substituer alors au facleur de convergence 
B, un autre facteur plus simple. Nous avons 


+n —-= 7 
Tu Tee = 
log B= 2 qd : 
2W Sut —-n 
qd 
Sin est positif, nous écrirons 
imu I—g” ITU 2g” 
log By, = EES ss I d =): 
BO) Lee 2W SG 
Sin est négatif, n =— m, nous écrirons, au contraire, 
imu 1— g™ tT U 2q™m 
log B_m= ; fr. = (1 A m )* 
2W ae Glee 2W \ road, 
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are > agit PiGue 
La série, composée des termes - el — —, est conver- 
_s Gig I+ Gus 


gente elsa somme est nulle. On peut donc réduire le facteur de 
Tu 


Sue . . ~ 
convergence de *®, suivant Je signe de n; ce qui donne la for- 


mule 
eee em, LT CO OBER LO LT ve 
: = D 1) err) 2 Ww 20) 
(M0), Ge yO) = f | —S e 
T MW Tv Ww 
n cos — — : cos — 
3) a3) 2, WwW 


Il reste 4 trouver la signification dela constante a; c'est ce qui 
A Le) . 
va étre fait dans le paragraphe suivant. 


1 


u 


vt 


Démonstration de Végalité qw’— 1/0 = 


» | 


Par la définition de ow en produit infini, nous avons trouvé, 


dans le Chapitre précédent (XI, 19), 


o(U +20) 


erq(u+w) , 
Tu 


(EOD) _ 


lo) 


E20! (u+w'), 


Au dernier paragraphe de ce méme Chapitre XI, nous avons 
paragrap Pp 
reproduit la définition de o,u 
o(u+w : 
oyu = aoa) e-"iWa, 
S Wy 

d’ou résulte que addition des périodes 2w et 2w/ a pour effet de 
multiplier aussi o, par une exponentielle, du premier degré en wu. 
En particulier, supposant « = 2, c’est-d-dire wg= 02.= w+’, 
on détermine immédiatement le terme indépendant de w par I’hy~ 
pothése w=—w ou u=—o/; dot résulte 


on th 
=A 


ee 
E2QU+w) 


| Oo(U+ 20) 
T2U 
(12) sae 

To(U+ 20!) 
out wT 


t @2y!(w+w!) | 
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Ces deux derniéres égalités caractérisent entiérement les deux 
constantes 7, 7’. En retrouvant ces mémes égalités par les der- 
niéres expressions de oy, nous obtiendrons deux relations entre 
a, t, 7’, et atteindrons ainsi le double but poursuivi: 1° exprimer 
a par les quantités déja introduites; 2° démontrer la relation qui 
lie y, 7, w,-0% 

L’une quelconque des formules (7), (8), (g), (11) met en évi- 


dence que e““ oyu reste inaltéré par le changement de w en 
(u-+ 2). On a donc 


oo( es 20) ) e@(u+20))? 
om) u eur 


= efaw(u+w), 


Comparée a la premiére relation (12), cette derniére donne 


1 
(13) — 


Pour le changement de wu en (uw + 20’), prenons la formule (11). 
Posons 


Fw) = i i Oo Tt 1519) Fesey, (DIR 1) ng 
(i cos = 


en sorte que la formule (11) s’écrive 
ev? Sou = F(u) F(— uw). 


Par le changement de uw en u+2w0', (w/—u), (30'— uw), 
(5w/— u), ... se changent en — (w!+ w),(w'— w), (30! — uw), 
On a donc, en désignant par A une constante qu’il est inutile de 
préciser davantage, 
it 


11s (Oe Th oe 
FG2200 = Acos e228 (x), 
2, au 


Résolvant par rapport a F(w) et changeant u en (wu — 20’), on 
ade méme 
iT (uw—2)’') 


F(w—20') = > ; eee Ei), 


396 PREMIERE PARTIE. -— THEORIE. 


Changeons w en — u, nous aurons 


ET (uw +2 0)') 


Fouad ge RCH. 


De la résulte enfin 


F(u+ 2.0’) Re u ies) ‘a a 
F(u) ¥( —w) 
=o = (u+0') Co (sa w'— =) oes 


Oot fe eu 


Comparée a la seconde égalité (12), et a étant remplacé par son 
expression (13), cette relation nous donne 


70) tt j 
2 —- — — = 21 
w a) if 
, LT 
(14) nw! — ao =. 


C’est ce qu’on youlait établir. 

Il est opportun de faire la remarque suivante : en établissant la 
formule (11), on a explicitement supposé qg inférieur a l’unité, en 
valeur absolue. Dans le cas opposé, en effet, la transformation du 
facteur de convergence B, aurait amené un changement du signe 


+ 


dans l’exposant de l’exponentielle e *®, comme on I’a vu plus 


, oe * : Lt : 
haut. Ce signe étant ainsi changé, on trouverait — —au lieu 


ut : : 
de ae pour (4' — 7/w), comme il convient, en effet. On rencontre 


la méme circonstance si l’on emploie, pour faire la méme dé- 
monstration, la formule (7), exercice recommandé au lecteur. La 
formule (10) se préte fort bien aussi dace méme calcul; le change- 
ment de u en (w+ 2’) équivaut au changement de z en qs. 

Le caractére général des produits infinis (7), (8), (10), (11) con- 
siste en ce que: 1° par le changement de uw en (u + 20), les fac- 
teurs se reproduisent, ou tels quels, ou changés de signe; 2° par 
le changement de wu en (w+ 20’), ils s’échangent les uns dans les 
autres. 
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SIMPLES. 


Développements de cu, 7,u, ¢;u en produits simples. 


On pourrait répéter les calculs, qui viennent d’étre faits pour 
o2uU, avec de trés légers changements, et obtenir directement les 
nouveaux développements cherchés. Il est plus simple de changer 


la variable dans oyu, en utilisant les formules ci-aprés : 


(ut ow)! omoy 
O2(U— Ww) = ee e—(q-+ A! )(u-w) — oat en" en’ ou, 
5 (Ww W W 
o(u+ Ww ow ; 
G2 (u — 0") = ele a) e- (4+ (u-o') — 7 en’! e-tlu o)u, 
o(w + w’) ow ‘ 
I Te 
62 UO =O) ENO ENG ys. 
om o) 
Soient, pour abréger, 
4 ue oa) u2 
QB EX ih 7 Op Q PD ath = jfile 
! t : A! oy! 1" w" 
a f ete. 5 —=7"u 
(io) [EPesrert oo es Ui" Saye 2 , U— ee 


On déduit des formules ci-dessus les suivantes : 


| entre Ge 
fx(u—w) =e * — fzu, 
it i eee setae 
(16) fia w') = e4 ure’ Siu; 


FA tee yy) =e ae OY 
\ 


Employons d’abord la premiére égalité (16) et, observant qu’on 


a f3(0) = 1, concluons 


SG i 

e€ * =) =O) = pO; 
p.. . f2(4@—®) 
Jo J2 


De la se déduit, pour chacune des formes de ¢2u (7), (8), (9), 
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(10), (11), une forme correspondante de o3 uz, savoir 


| TNO) —U . Te NW + U 
que sin — - sin 
— — 0) 2 w 
e 24 Oth == 7 ? 
5 ee Oe 
sin? — 
Ww 
2 TU 
u in? — 
a st 20) 
Q 2 eis 1— 
caps, 08) 
Dp sin2n 
2 
n Ee an 
(17) qe St BLU I aah 
QB MO) 6 Uh = - 
; (Gi—g"? 
n 
ne ; 
= — fityee = nz-2 
eGo sr I qs [ gq? a * 
: 1— q” | i 1— q” ? 
n n 
™ mw’ —u T NW + U 
1 12 sin — tT SID tT 
im 2 W ks 9 Ww aa 
OMY os Uh = Cae aa OD» 
kT nw T nw 
n sg, SCS n a tak 
\ w wW 


2 


OU Ft = 153, % Sy 2 pd) yes eee 10 

A ces égalités, nous devons joindre l’expression de fow, quwil 
suffit de prendre sous une seule forme, déduite, parexemple, de 
la relation (9), 


iT 
ia Ure I(t — g2P—1) a z, 
(18) e w= | aeeus | 5 JO DY Sooo Se CSc 


En employant la seconde égalité (16) et observant encore que 
/, (0) est égal a Punité, nous aurons 


G5 SOAs J 
et U = fat) FO = ig few. 
im 
if tie= fh(u—w') Ye) Ee Lipsey 
fy! 5. ew 


On transforme immédiatement les produits (7) et (11), qui su- 
bissent un trés léger changement, celui des nombres impairs nr en 
des nombres pairs. De plus, il se trouve un facteur isolé prove- 

/ 
ee (2 py 


nant de cos — 
2) 


» lequel, par le changement de u en (w—w’), 
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devient cos ~~. Du produit (7), ainsi transformé, on conclut les 
produits analogues 4 (8) et (g) par un calcul tout pareil a celui 
quia été fait pour ¢,. Pour transformer le produit (10), on doit 
observer que, w se changeant en (uw —w’), 5? se change alors en 
q_‘s*. Les nombres impairs n se changent en des nombres pairs, 
et il y a un facteur isolé provenant de (1 + g2), qui se change en 
(1-++ 57); ce dernier se transforme en (s+ 5~') par l’adjonction 


I ae 
du facteur =- Voici donc les formules finales : 


if T™ mw’ —u ™ mw’ + u 
qe cos — co - 
Sis TU 2 (0) D wo 
e@ “" ou = cos — ; ’ 
20 a 5 = Mw 
| m Osa 
2 (>) 
/ Bubey MEU 
qu sin2 —— 
Ran oTnt TU 20 
Q (XQ SOO al ————— 
20) HL se Oe 
m. cos* —- —— 
Di) 
| ™U E 
qe hae DEHE COS —= se GPL 
Tc “t/a w 
é ~  64uU = cos — => 
20 (@Sa ghey. 
7 
que : 
= z ral m 22 1 gilt z-2 
é Bee pe aie P= / [|] Te 
1 2 L, I = Ofer J + opt 
77 2 
= mw'—u ; ™ mw +uU 
| ule Si. ———_ = imi cos — ———— 


Pave Geen 4 2 W) ~~ ap 2) oD) 
6 cu = cos = ee | |——-° 
2W) 4 72UW oe T MW 
2 


m cos 


Tv 
, 2 WwW (o>) 


OM et ey Ontogeny 2 hn oy Pes 


‘ JD = 5 Dy By eoon SES 


ae: = ‘ . 
Lapel! ee) / 
“| Wa + ge) 


En suivant cet ordre dans le calcul, au Leu d’employer, telle 
quelle, la derniére égalité (16), il est un peu plus simple d’utiliser 
les deux derniéres (16), pour en conclure d’abord 


Ufi(u—w)= fu. 


. I I 3 < 
Observant ensuite que ~ fu, comme ~ ou, a, pour U0, une 


tT 


2H 


7 
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limite égale a l’unité, on aura 


La troisiéme forme (19) donne immédiatement cette derniére 


limite ainsi 


i gee | GP) 
ey) eas as | aaa | 


puis, le changement de w en (u—w) 


B (P= Os, By. soapy Aes? 


entrainant celui de s en 


— iz, ona immédiatement les formules suivantes 


NG 770) "he Tw, 
| qu sin — sin — — 
Sra DO a Wee 2 ow) 0) 

; € “~~ 6u = — sin — ; — 94 
| T 20 - 4% Mv) 
m sin? — 
2 
us? 
nua sin? 
— CER DG) Ie 20 
e ou= —sin | — ——_______ 
T 2W 5 He UO 
m sin? — 
° Dar 1 
/ nue I qm Core + g2m 
ONTL= — ss g2 
(22) hig aee rar POY TET q w 7 
\ é€ Ss = Sin | - ) 
T 2wW (1— qi)? 


7 mm 


. Tt mw’ — 
qe sin — ———_— 

= w TU 2 3) 

eB OD ii = jh | 4 ; 

Tv 20 T MW 

771 re 
Se) 
OU A Occ ohn 1%, 9 oie OO 


Expression des trois quantités cwe 
en produits. 


20 ~ 20 4—s-1 1— gms? [— gms 
é cu = ; pam ees 
wT 20 Gis | tT—-gm 


u . T&T mo'+tu 
ie ee 
2 Ww 


~ 20 
SS Se ieee 
. %& mw 


aD sin — —— 
- w 


1 
—— 
2 


et de V/e,— eg 


Considérons ensemble les trois équations (18), (20), (21); on 


y voit figurer quatre produits, que nous 


désignerons chacun par 


tM 


20) 


? 
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une lettre, savoir 


Oy NG ge eat 1 9" (t= 98) 
Q:= Na+ g) =G+ ¢7)i+9')1+¢°)..., 
Oper gare (hag) (tog? (ie g®)...,; 
Ost 9 7Palyeas(r ag) (iag? (i= 9"). 

Entre les trois derniers existe une relation trés remarquable et 
trés simple. 


Si lon désigne Q,; par o(q) 


9(q) =C—g)— @)(1— 9g). (4 g?P-t). 


ona 
Q2=9(— gq); 
O70. 3 (tg tg" ) (1g) O(g*); 
ey) 9(9) o(— 7) = 9(q?). 


D’autre part, en distinguant dans Q, les facteurs ot les expo- 
sants de g? sontimpairs, puis ceux ou ces exposants sont pairs et 
non divisibles par 4, et ainsi de suite, on peut écrire 


Oo (— 92) lg?) O(— 9*) a 


Par conséquent, en employant successivement la relation (24) 
ott on change g en q?, en q*, elc., ona 


Qi Q2 Qs = 9(¢g?) o(— 9?) o(— 9") 9(— 8)... 
OCG) Ota G®) ei g® io (= Gaye. 
OCG™ yO (——= 98) (gs 8)) og 2?) a. 


l 


Comme g” a pour limite zéro quand n est infini, il résulte 


de la 
(25) Q,Q2,Q3;=1. 
L’égalité (21) nous donne 


1 
=a) aa OF 
. 2 ye 
(26) U=cwe 2 = = 


puis Pégalité (20) 


iT 
= Ie aw e* Q3 
: 3 : ue 
(26 @) Ul = Oa" =a Fatgye 
Py? hes 


ho2 
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enfin l’égalité (18) conduit maintenant a celle-ci : 


(26 6) 


U=<cnu'e ? = 


De 1a nous concluons, d’aprés les formules (VI, 49), les trois 


quantités \/e,— eg, simplifiées au moyen de (25), 


(27 


ie ie =e es 6 _ = O02 
UU" 20 Q?Q3 2W) 3 0? 
-Z U Bie 04 OG Aas (2 Q4Q3 
WU" am%? 0202 o0° PSS 
e U" _ « O7O2 = Tk QQ? 
UU’ 20 QO2Q}7 oe a ae 


En extrayant les racines carrées, nous en déduisons 


(28) 


is a 
Ve1— €2 = (/ — Q2Q), 


2W 


eee = oe 
Veo—e3= —2Vq Q?Q, 


20) 


—— US gas 
Ve1— C 3a (/= Q3 Qo- 


Ces calculs sont tout a fait analogues 4 ceux du Chapitre Vill 


(44, 49, 46), et sur les racines quatriémes des bindmes (e, — es) 


il y a lieu de faire la méme observation qu’en lendroit cité. Au 


reste, le rapprochement sera complet quand, un peu plus loin 
) PP pret gq ) peu p ) 


nous reviendrons aux séries S. Pour le moment, nous devons con- 


clure des relations (28): 1°l’expression du discriminant; 2° une 


identité 


(29) VA = Vivarava-ava—a=|(/20| va 


(30) 


Q§ + 169 Qi = Q3. 


Expression de Cu et de pu en séries simples. 


On obtient Cw et pu en prenant les dérivées logarithmiques du 


produit infini ow, sous une quelconque des formes (22). Aucune 
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démonstration n’est exigible pour la légitimité de cette opération. 
En effet, dans le Chapitre précédent, on a prouvé rigoureuse- 
ment que cette opération, faite sur le produit a double indice, 
conduit aux développements de Cu et pu en série a double indice. 
En opérant sur ces derniers les mémes groupements de termes 
qu’on vient de faire sur le produit d’ow ils dérivent, on obtiendra 
pour résultat des séries qui dériveront de méme du_ produit 
transformé. 

Cette observation s’applique aussi aux produits qui représentent 
les fonctions ¢,. Comme les développements dont ils’agit sont de 
peu @usage et, de plus, secalculent sans aucune difficulté, il suffira 
de consigner ici, a titre de spécimen, une de leurs formes : les 
égalités suivantes sont déduites de la troisiéme équation (22) et de 
la troisiéme (17). 


/ - TU 
| CLES 
qu or TU 2 w) 
a= cot | ; 
ww 2W 2W 1) TU 5 
m I— agi COS == st Ga 
) 
(31) TU 
\ P g™@(i+ g?"”) cos — —2g2" 
7 ™ \2 1 newt ( Cpe) w / 
a I 2. TY 
a) \2 0) «5 HU  / som TU aN 
sin? m i BO LC OU: ) 
2W o / 
\ HO ZS De thy Wa raoGs 
TU 
Gz sin —— 
7 F HU 2 WwW 
(CH ASN) = Th t ’ 
ro) 0) TU 45 
USS DOCS —— ae O/He 
Ww 
9 Pr 
92 5 TU Z 
( ) x qr{i+ g?”) cos = —2q2” 
1, qe. \4 0) 
/ 
ON Wha OY )) Sa SF | s a 
pC a w (=) f ZU ae 
7 ae cos — + 9?” 
10) 


~ 
= 
= 
ow 
~ 
Or 


Expression de qw et des racines ¢, en séries simples. 


Le calcul de ¢)u nous a conduit a l’égalité (6), qui, a cause de 
la valeur (13) de a, s’écrit ainsi 


5 fk Gp 
Wa eget ant Yat aera: PP = 15 25 «= 5,00 
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C’est encomposantlefacteur de w?, dansl’exponentielle qui mul- 
tiplie o2, que nous avons trouvé cette formule. En faisant le calcul 
direct pour les autres ¢, nous trouverions de méme trois autres 
égalités analogues. Mais, a posteriori, nous pouvons obtenir ces 
égalités et retrouver la précédente par le moyen des formules (31) 
et (32). Dabord, par la seconde formule (31), en nous rappelant 


I 
que (p u— +) est nul avec w, nous obtenons 
u* 


' o2P 
(33) Hw = 75 7? — 27? d [2 Sg Dy Se 


dad (1 GP)?” 
Dans cette méme formule (31), si Pon fait w=, ona 


(34) nw =— e,0?+ 772+ 27? he = 3 a 
34) [PD 1 tan at area P = 1, 2,9, ..-,%. 


Puis, dans la seconde formule (32), supposons successivement 
uw = el U=0, nous aurons deux relations analogues a (34); la 
premiere sera justement celle que nous avions obtenue d’abord 


directement : 
q7P-‘ 
(35) 10) = — €230?-+- 97? Yy— 
rua 
oe 2p—1 
(36) TW = — @3W2—272 q 


(1 — q2P-1)2 Y 


fA Oe Si a aaa eob 
Comme ¢; + e+ @; est nul, il résulte de la Videntité 


| Nt Gis oA Opa! qe 
(37) \ md (1 - GP)? Ci SG) ary 


Vy OY Bly BAe 


Kn outre, si ’on retranche membre a membre les égalités (33), 
(34), (35), (36) deux a deux, on obtient de nouvelles expressions 
pour les six quantités e, et ce eg). Ces expressions, comparées 
a celles qu’on a déja obtenues, donnent lieu a des identités dont 
nous reconnaitrons importance dans les applications a la théorie 
des nombres. 
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Les séries 3, déduites des développements en produits. 


Parmi les cing formes adoptées précédemment pour les produits 
o,, il en est une ot: l’on a introduit une variable z, au lieu de l’ar- 
gument w, et les facteurs sont alors algébriques par rapport a cette 
variable. Il est naturel de chercher 4 en conclure des développe- 
ments suivant les puissances de z, et on peut le tenter de deux 


< : I 
maniéres. Comme les produits s’offrent sous la forme F(z) F(2); 


on peut vouloir développer F(z) suivant les puissances ascendantes 
de 2; ce mode de développement offre de Vintérét, mais nous n’en 
parlerons pas: il n’a jusqu’a présent aucune importance. La se- 
conde maniére consiste a développer le produit, comme un poly- 
nome réciproque, suivant les quantités (s?-+ 2-?): cest par la 
que nous retrouverons les séries 3. 

Nous allons opérer sur le développement de o,, par conséquent 
sur le produit qu’offre la quatriéme formule (1g). Pour y arriver, 
nous considérerons d’abord le polynéme limité suivant : 


( o(4)=U(qrs+q-Ps'), 


(p= (ft) 2), (PI) — 


Il est composé de (2p. -+ 1) facteurs, et évidemment réciproque, 


x s * I 
c’est-a-dire ne change point par le changement de = en -- I] est 


impair; son développement ne contiendra que des puissances de = 
4 exposants impairs, dont les extrémes seront + (2p + 1). 

La propriété vraiment caractéristique de ce polynome consiste 
enceci: sil’on y change z en gz, les facteurs s’échangent les uns 
dans les autres; car (g?s + q ?3—') devient (q'Pt") z + q~ Pt z-!). 
La modification porte seulement sur les facteurs extrémes, en 


sorte qu’on a 
(38a) (q-b2+ 921) 0(g2) =(gttiz+ g-Y+l 5-1) 0( 4). 


Si donc on suppose 9() développé sous la forme 
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les coefficients se déterminent immédiatement par Péquation ré- 


currente 
ql AG ga} ae goes = ght Ay yt gq et) AY, 
\ PAs Gp E NA 
ipeshi Ci gn? ve 


D’ailleurs, le terme contenant la plus haute puissance de = est 


le produit de toutes les quantités g? z, c’est-a-dire 2?¥+', Done Ay 
est égal a Vunité, et l'on a successivement 


ten ae (reds agen 
Ay—1= q77¥ EEE = gq -hler ae GPE, 
a— — g't+2)(1— g') 
I Nor —v.(u.1) (u=—1)(u.—2) 
are Tapia 
(1 = g*et? )(1 — g*)... (1— g++ ) 
— g-vlu. . 
Oe da (I= ¢g?)(1— g*)...(1— g?#) 


Mettant maintenant les termes suivant l’ordre croissant des in- 
dices, on a le développement cherché, ot. nous représentons par 
une seule lettre C le premier coefficient 


ag AW) ree) enh a ea 
CE NGS aE) 


C= 


T —— 2u, [ 
(3 a= 29 WUE) OCs) a= Ee f en ( :) 


a3 
(— g?)(1— 7? 2U—2 ) Roe A | 
G— 9g) gusty? (2 EBs 


Dés lors que g est, en valeur absolue, inférieur 4 lunité, ce 
polynédme ®(z), pour p infini, converge vers la somme de la série 


(3) =3-+ 


wl 
+ 
ie 
w 
Ci 
an 
es 
A 
a) as 
ava 
ae 
+ 
SQ 
oa 
a 
a 
+ 
4 
ee. 


La démonstration en est évidente, semblable a celles que nous 
avons employées plusieurs fois déja; elle se fonde sur deux faits : 
1° tout terme de rang déterminé, dans ®(s), a pour limite le 
terme de méme rang de ®,(s); 2° les termes dont les rangs, dans 


CHAPITRE XIf. — DEYELOPPEMENTS EN PRODUITS SIMPLES. 4o7 


®(s), croissent indéfiniment avec », forment une somme infini- 
ment petite. 

Réunissons dans l’expression primitive (38) de 2(z) les deux 
facteurs qui répondent a deux valeurs de p égales et de signes 
opposés, et écrivons 


(qP2 + g-P2-1)(q-Ps + gPs-!) = q-2P(1+ g?P 22)(1-+ g2Pz-2), 
Il résulte de la 


0(2) = q-?2P(z2 + 2-1) (1+ g2P 22) (1+ g2P 5-2), 


[OS ly Bp oa VF 


ss y , A 
ou bien, comme 2p est égal a p(u +1), 


CO(s)=(s+4-!1)0N(1+ 92s?) 0 (1 + g?P 2-2). 


Quand on suppose p infini, le numérateur de C devient égal a 
Vunité; nous avons donc 


(s+ st) (1+ 92? 22) (1+ g?P.3-2) M1 — 92?) = 0,(<), 


JO Big Dy By doo. yess 


4 
Si lon multiplie ®,(z) par gq‘ et qu’on pose, en outre, 


— elt 
== (OI % 


on retrouve alors la série 3,9 (VIII, 22) 


1 9 
Ng Te 
Pi (Z)=2q coset 4-99; Cosson. 


‘ 4 

f Sino = Ope 

(39) 4 f 
1 (a p+1)2 

+ 2g" cos(ap+ijenm+.... 

Mettant, de méme, ¢ au lieu de z dans le produit et réunissant 


les termes deux a deux, nous obtenons 


a 3 
(40) Soe oq" coser | J+ 2g™ cos2eT + g?") i [c—4”), 


m mm 


=p Bag oso) DOr Coa 
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A cette relation se joint la suivante, ou intervient S,¢ défini par 
Végalité 


F 9 


it 9 
3,9 =32($ —0) =—29' sinevn—a2g‘sin3en+... 


(41) 
ip Pate 2 
+-(—1)P2q" sin(2p+1)en, 
di 
(42) 3, = 2g" sinor | J ( — 2.9” cos20n + 92) | fo- 9”), 
m mm 
Tae 5 Difle + x, 


On peut passer de 5, ou S, aS, et Sy par un changement de 
l’argument 9, comme on I’a fait au Chapitre VII. On peut aussi 
reproduire l’analyse précédente pour développer le produit qui 


figure dans l’expression (10) de ¢,u. C’est ce que nous allons faire 
en quelques mots. 


Prenons le polynéme limité 
Y(s) =W(grs+q Ps), 
dans lequel p acquerra maintenant les valeurs 


2—tT 
2 


pans Gl 3 
P= Bap 225 acne 


27 


Ce polyndme, comme le précédent, est réciproque; mais il est 
pair et de degré au. Au lieu dela relation (38 a), il vérifie cette 
autre analogue 


( _ 21 2N—1 ( 2U+1 QU+1 
GF Bae Ghat UGS en Gan eg. eae =1) ¥(2) 
et Pon a, pour déterminer les coefficients, la relation suivante : 


v(s) = & Bys’, 


v— Gievaeey 


Sy = 1) eee 
Byai | i Gta ee We) 


Byu=l. 


En posant alors 


(ou ou — q?v+2) (1 — g2+') 1 (ta git) 
(1— 9?) (i— g*) ... I— g#) 
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on obtient ce développement 


== pl 
W(z)= 4 gt b(s) = 12 q(#+ 5) 


(G I— q2pt? 


SUI pee eee 
(1 Peja Gat 5 a (444 “) 7 


‘io G72 )( r— Gein) 


Nous concluons alors que, ». devenantinfini, VW (z) a pour limite 
la somme de la série 


=~ 2% 
BY 


Wi(4)SI1+ 9g (2+ 2) ae Gf (<4 =) +... +g (274 =) SE pesc 


Enfin, par la transformation des facteurs de 4(z), déja faite pour 
ceux de o(z), on conclut 


(43) 330 =14+ 2g cos2on+ 2g*cos4uTm +... + 2g” cosaveT-+..., 
(44) a0 = | J+ 29" coszen + 92") | Jo—9), 

7 7 

(m= 51 Sy Sn oni Dans We acon ey 

mM =2,4, p 2, vom 


En dernier lieu, le changement de ¢ en (vy +4) donne 


(45) Jye=1—2g cCos29T+ 2g* COS40T +...+(—1)’2g" cos2veT+..., 
(46) Wyo= / | (1— 2g” cos2eTm + g?”) | Jo —9"). 
nv tae 
JL MTs) sehen etl ite= IE) ast atery 
Oe USS Go OLA BicOt 


Si nous donnons a ¢ la valeur zéro, dans les expressions de aa. 
So, Ss en produits, nous retrouvons les produits infinis désignés 


par les lettres Q(23): 
(47) Fo= QQ, = 2g! QQ, = = W@W, = 0). 


Ces formules rendent manifeste la coincidence des expressions 


(28), obtenues dans le présent Chapitre pour Vea — ep, ee pave 
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celles qu’on a obtenues précédemment (VI, 46). Enfin la formule 
(42) donne immédiatement pour ¢ =o 


it 
(48) aoe Oe: (@S.O)r 


On voit par la que Videntité Q, Q,Q;=1 coincide avec Piden- 
tité (43) du Chapitre VIII, de méme aussi que Videntité (30) du 
Chapitre actuel coincide avec lidentité (41, @) du Chapitre VII. 
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CHAPITRE XIU. 


DEVELOPPEMENTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES. 


Développement des fonctions doublement périodiques de seconde espéce. — Autre 
développement des fonctions de seconde espéce. — Troisiéme développement 
des fonctions de seconde espéce. — Développements de (u, de ¢(uw+w’'),depu, 
p'u, etc. — Sur la racine réelle de ’équation 3 (5, ix) =o. — Développe- 
ment de logyu et de logy,u. — Développement des douze quotients 7, u:7,u. 
— Développement des inyerses des fonctions 7. — Développements a conver- 
gence rapide pour les fonctions de seconde espéce. — Développement des in- 
verses des produits formés avec deux fonctions x. — Développement des racines 


e, et des invariants. — Développement des quantités \/¢e, — é,) etc. 


Développement des fonctions doublement périodiques 
de seconde espéce. 


Nous ayons déja parlé plusieurs fois des fonctions de seconde 
espéce, qui ont une trés grande importance, et pour la théorie et 
pour les applications. Leur définition a été donnée au Chapitre VII. 


Elles ont pour type général 


UO i rermeerpet sae 
lon xe) 


Prenons ici pour la constante p une valeur particuliére 


e ap ae W 
Posant alors 
tT ike 
Bem One BeOS 


etemployant la quatriéme expression (XII, 22) de la fonction ¢ 
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en produit, nous aurons 


© (ine Toft —— gpk (I— g™)(1— g™ 27 t?) - (i= g”™) (i = 9? Zaibay 
aa Se Sel) (Fr) Aa G2) (TR ge") (i— g”@ 3-7 )(1— qt?) 


Ta 


Uh == DA in aon Bi icon Seb 
Considérons, d’autre part, la fraction limitée suivante 


ote yy . Wa a) aray) 
ca) oe) Gee WG ary)’ 


dans laquelle, pour former les divers facteurs des produits, on 
donne a 7 les valeurs 


Sr) Betas (seen!) B,; 


c’est-a-dire celle des entiers successifs de — ua —+ » inclusive- 
ment, sauf toutefois pour le produit II’ ot l’on ne donne pas a n 
la valeur zéro. 
Nous allons d’abord reconnaitre que cette fraction (1), si l’on 
\ 


y fait croitre p. au dela de toute limite, ne différe pas de la précé- 
dente. En effet, si l'on y sépare d’abord les facteurs répondant a 


n = 0, et qu’on y mette en évidence ceux ot 7 est négatif et égal 
a —n', on pourra l’écrire ainsi 


ee » 1— ry (I— a)(i— aroy) > (eee a—™') (1 — an gy) 
oo G—aj0—y) LN ea ay) Lb Haar) 
| i I— xy ee OT Se, 

~ (1—a)(i—y) (I— a? xv) — ary) (1— a a) (1 eee 


et les nombres n, n’ seront les entiers positifs 1, 2, ..., h. Si 


maintenant on suppose 
(3) = OP, Hep tS oe == 2, 
on a évidemment 


(4) lim @(@, y) = — = f(u). 
J. = o i 


En faisant done subir une transformation quelconque a o(aiy) 
et prenant la limite de la formule obtenue, nous aurons obtenu 
une transformation de f(w). 

Nous allons, pour ce but, décomposer 9(x, y) en fractions sim- 
ples par rapport a la variable y. 
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Il existe d’abord un terme C indépendant de y, savoir 


I'(1— a) 
Ci = (Gy 5) SS 
re Niece 
En second heu, la fraction dont le dénominateur est (1 — 9’) a 
pour numeérateur 
UG — a”) 01 — a" 2) pe 
W(i— ax) Wr — ah) 


En troisiéme lieu, la fraction dont le dénominateur est (1 — 4”y) 
a pour numérateur 
ies I’ (x — x”) (1 — Qe Ye 
(i — a? x) WU — ar—-v) 


Nous y désignons, au dénominateur, par Il’ le produit des fac- 
teurs indiqués, en évitant seulement celui qui serait nul (n =y),. 
Prenons d’abord y positif; supprimant les facteurs communs aux 
deux termes de Ay, nous aurons 


1— ath 1— at T— abe-vtt y—y-U-ta ,—g-p-27 I— a-U—-Var 


(5) KS 


SO eee ee A Gee Gaia ied Se ae 
C’est le numérateur de la fraction 


Ay - 


= ’ 
ey 


Enfin le numérateur By, de la fraction 


ghee [ shaped 

ne différe de A, que par le changement de ven ~, comme il résulte 

de la forme (2) donnée plus haut a ¢(2, 9°); car 9(x, y) se re- 
- . IT if 

produit, sauf le signe, par le changement de z, y en Bs Nous 


avons ainsi déterminé tous les coefficients de la formule 


oy { LNG) BS 
LORS aa 9 yo 1— avy - Da i—ay? 


vy 


Modifiant un peu la forme extérieure du second membre, nous 
Vécrirons 
Ayavy Byavy—1 


el icesy 
(6) o(@.y)=C y ; SAy ’ DY a= eee 


, 
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Nous allons maintenant examiner ce que devient le second 
membre, quand p devient infin. 

En supposani d’abord, pour y, un nombre fixe, et  étant, en 
valeur absolue, moindre que l’unité, on voit immédiatement que 
A, converge vers x”: car les facteurs du premier groupe, au second 
membre de l’expression (5), convergent individuellement vers 
Punité, et ceux du second groupe vers x. L’expression limite de 
Ayo” est donc «x, et lon est conduit a faire ’hypothése que da 
valeur absolue de «x soit inférieure a Vunité. Moyennant cette 
hypothése, la série illimitée 


est convergente. Chacun de ses termes, de rang déterminé, est la 


o dans la suite limitée 


limite du terme occupant le méme rang 


U. 
RE EI 
fomd 1 — AVY 


1 


D’autre part, en écrivant A, sous la forme (5) modifiée ainsi 


Zed y+? j YVerV\ 
i —— I eee ( a, 
(1 — 2V-VH1) (J — gbe—-V42) (7 — alt) Te x a L ) 


(1 — av a) (1 — a2 we). (T— aba) (1 — att (7 — abe yn (7 


ey, 


4v-+7) : 


on voit que le quotient Ay: «” est composé par le produit de fac- 
teurs appartenant aux trois produits illimités suivants, tous abso- 
lument convergents, 


[[e-2> [[e- 2, [IL¢- =): 
1 1 


a 


donc Ay: x” est limité, en valeur absolue, et la somme des 
termes qui, dans S’, correspondent a des valeurs de y supérieures 
a un nombre donné N, est comparable ala somme des termes cor- 
respondants dans la série S. Elle est donc, par le choix de N, 
aussi petite que l’on veut. Done la limite de S! est égale a la 
somme de la série S. 


La derniére somme, au second membre de l’expression (6) de 
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[ 
9 


o(a, y), differe de la précédente par le changement de x, y en - 
‘ v a 
I . . . ee 
cae On doit done faire maintenant la supposition que da valeur 
ed ° . ville \ v2 
absolue de =, Sout inférteure a Vunité. Cette somme a, dans ces 


conditions, pour limite celle de la série 


fo o} 
yi Oa 
fad Ty 
1 


51 


La double hypothése faite précédemment s’exprime par les iné- 
galités 


(7) |2|<j21< 


Par cette notation |x|, assez usitée depuis quelques années, on 
entend la valeur absolue (module) de la quantité x placée entre 
les deux traits. 

Il nous reste a trouver la limite de C+ SA,. Pour ce but, nous 

Y) ? 
supposerons d’abord |z| <1, hypothése compatible avec celles 
quona déja faites (7), et que nous ferons ensuite disparaitre. L’ex- 

‘ A ae et: 
pression de C étant écrite ainsi 


C ert Looe Troe 
= _ : Wr 1A, Dp Gg a.o9 ks 
; i=. I— 2°24 I— 4 g-l? ae oe 


n n 


on voit que C converge vers zéro. En méme temps, par les raisons 
invoquées tout a heure pour S’, on voit que SA, converge vers la 
somme de la progression 


x 
Ct eoe+...= =e 
7 
Donec 
. t x it nse 
lim (C = to DAY) SS 
eee 2 2 I— z 21—2 
Y= 100 nYie=100) 


: Tit+2@ Tr+y av av CRI yea Y 
SH) Uae Bye) J v Jy | . ee 
; test D == 36 Dt Te aed 1 — VY 

: Wet eal 


Cette formule est prouvée sous le bénéfice de ’hypothése 


x 


|G] KS ike 
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Mais, comme ¢ reste inaltéré, sauf le signe, par le changement 


I I . 
de x,y en=» —, et qu’il en est autant du second membre (8), la 
ay 


formule se trouve aussi prouvée pour le cas 


Gi 


l2l<|2 


c’est-a-dire 


Tg (22) << 
| 


En résumé, la généralité de la formule (8) est établie sous la 
seule hypothése (7). Sinous remettons maintenant pour 4, 2, y 
les quanutés (3), nous avons, d’aprés l’égalité (4), 


n 
Gi) ema 


op ou 
foo} [- 2} 
Bee Sf 2n grr ¢2 2N z—2n f—-2 
(9) =e ee cad q se ieee 
mo |23—2-1 Dy Ee I— g7” (2 a Ame 
1 1 
iT ike 
iT = : 
Bie Ce ye eer a NE Sell Neale 
q 
C’est ce qu’on peut écrire encore sous la forme suivante : 
q we 
o(u+ Pr) Be ae 
ovGCUu 
(10) / & Ope sin = (nu ate ) ed bn sin x nu 
wT Te? TU wl Ww es W 
= ——] cot —-+ cot— +4 > Sse ——— ° 
2,W 2W 2,0 TV? 


1 [— 29g?” cos —+ gir 
q a q 


La condition relative a la grandeur de s s’exprime, comme il 
suit, pour l’argument w. En désignant par R(x) la partie réelle 
d’une quantité complexe quelconque x, c’est-a-dire 

=> 1+ 1Lo, 12) SS Gy, 


ona 


oo WwN 


CHAPITRE XIII. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES. 4ig 


et la condition ci-dessus se traduit par cette autre 


(1) —ok (2 )<R(55)<aR(=). 
bw tw LW 


Dans ces limites (11), la formule (10) est exacte. 

On ne peut manquer d’observer le fait suivant: la fonction qu’on 
vient de développer ainsi est symétrique par rapport a u et ¢, 
tandis que les développements ne présentent pas cette symétrie. I] 
est done désirable de transformer les seconds membres, pour 
mettre la symétrie en évidence. Mais il est manifeste qu’alors il 
faut faire, sur, laméme hypothése que sur wu. Nous allons donc 
supposer maintenant 


gi <iel< |=). 


Si nous développons, suivant les puissances ascendantes de 4, 
la fraction 
Cpgee t2 


ne — GGA, ak Gp oa grtth-. 4 a) 
Ma? fie 


ce développement est convergent d’aprés lhypothése, et son 
terme général est g?”"z2?"¢?”, ot n et m sont deux entiers, au 
moins égaux a +1. Chaque terme de l’avant-derniére somme dans 
Ja formule (g) donne lieu a un développement analogue ; de méme 


. I [ 
aussi, sauf changement de s et ¢en — et, chaque terme de la der- 


niére somme donne un développement analogue et convergent 
d’aprés Vhypothése. Il est, pour ainsi dire, éyident dés lors que 
la formule (9) se change en cette autre 


(PS) rm in| 1 2+ 2-1 1¢+¢-1 
Ap PEE alo z= a ar 
GUS? (0) 2 2 & 
— > ginm (ae cam — Baan f—2m |: 
Goa r eA 
I 
Of <2 Zi 
a) Igi<|s| ie 
ire Is Be worn ae 2ea 
it 
f t —j|e 
| lIgl<|t|< - 


Pour.établir ce fait en toute rigueur, il suffit d’observer que la 
| I Ai} 
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série, 4 double indice, ainsi obtenue, est absolument conver- 
gente. On a donc le droit, sans en ‘altérer la somme, de grouper 
les termes arbitrairement: si l’ony réunit tous les termes ou 2 est 
affecté d’un méme exposant, on retrouve précisément la for- 
mule (9). 

Cette derniére égalité (12), si l’on introduit, au second membre, 
les arguments uw, », acquiert la forme élégante 


Que 
ele Zea) s Pe a sey ptt pe 
ovou 20) 2W 20 
27 5 
(13) = — 9) qr” sin — (nv + mu), 
Ww 1) 
m 
ey Dr Good Se een 
n 


valable sous les conditions 
wy’ Ks (35) w’ 

(14) —aR(35)< <aR(=)- 
tw R ( ° 


Si lon introduit, au lieu deo, la fonction S,, et qu’on remplace 


u ) ; eats 
—, — par u,v, la formule (13) s’écrit alors sous la forme 
20 20 


| S(u+)3'(0) 


= — T(cottwTyv + cotTtu 
3,9 5,u ( : ) 


= ix > gq2mm sinaTt (ne + mu), 
Wo) 

_n(2)<] és }<R (5 

ny 


En particulier, le développement (15) est valable pour toutes 
les valeurs réelles de wu et ¢. 


(15) 


qd — ent, 


ra] 
SS 


On doit remarquer que Jes limites imposées aux variables u et 
¢ dans ces développements ne s’opposent pas a ce que ces déve- 
loppements puissent cependant servir au calcul numérique dans 
tous les cas. Ceci résulte de la propriété que posséde la fonction 
de se reproduire, muluipliée par une constante, quand on ajoute 
une période a l’un de ses arguments. 
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Autre développement des fonctions de seconde espéce ('). 


On peut varier les formules précédentes en ajoutant les demi- 


périodes aux arguments wu et ¢. Dans les séries (g) et (12), ceci 
1 

revient a changer s en ¢s ou en q?z, et de méme pour ¢. Le chan- 

gement de z en 7z, ou de ¢ en zé donne un résultat qui s’apercoit 


immédiatement. 
1 
Mais, pour le changement de z en g?z, on peut modifier les sé- 


ries @une manicere notable en développant les termes qui ne sont 
pas soumis au signe sommatoire, comme il suit : 


Brot I J I 


= 2 == Gg 32— g2z'—g3s°.... 
= 2  I— qs gs ae ee 


Ce développement est valable si la valeur absolue de gz? est in- 
1 
férieure 4 Punité. Le changement de z en g?z transforme déja en 
4 a6) 
q| ale 2 z| pour les développe- 
ments précédents. Si l’on emploie la nouvelle transformation, |=| 


les deux limites imposées a 


1 
et lg : ie 
La plus intéressante des formules qu’on obtienne ainsi résulte 


1 
devra étre compris entre le? 


du changement simultané de 3? et 2? en gz? et gt? dans la série 
(12). D’aprés le développement (16), employé pour ¢ comme pour 
s, ona d’abord une série de termes ayant la forme 


i — Se qr (ah 27), 
1 


ce qu’on écrira ainsi 


i 
 atyq 


Par le changement de 2? et ¢? en gz” et g ¢?, les termes g?”™ 32” (2 


Vq Bip be > Vq2rrl(e gent! ++ gt20+1) 
1 


de la formule (12) donnent la somme suivante 


ees .S V9 (272+-1)(2m-+1) z2n-+1 ¢2m-+1 
VG 4 
stV/q 


(*) Il faut observer que les diverses formes de développement sont dues uni- 
quement au role dissymétrique attribué ici aux deux périodes. Au fond, il n’existe 
qu'un seul développement; les autres offrent seulement des différences de forme. 
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oun et mprennent toutes les valeurs positives depuis l’unité. Cette 
somme, jointe ala précédente, conserve la méme expression exté- 
rieure, mais 7 et m peuvent alors y prendre les valeurs 


i) = Oy iM = Or 


Enfin les termes g??"s~2”"¢~?” {ournissent la somme suivante, 


oti et m sont changés en (rn +1), (m-+ 1), 


/ (22+-1)(2m-+-1) z—(2n-+-1) ¢—(2m-+-1) 
q Cd ? 


if 
ARE 
et dans laquelle n et m peuvent aussi acquérir la valeur zéro. Nous 


avons donc 


4 
CUO Von) Mang es! 


Ww 
(e+) r(u+ o') 


7) = et ae ae 


==iy Op Dh soog MARU) coon She: 


Réduisons maintenant le premier membre au moyen des égalités 


o(U+e + 20’) =— @€29'lute+w) o(u +p), 


T(y+w)= Fw! o39 en'?, o(u+tw')=cw' c3u ene; 


nous aurons, pour l’exposant de e, 


t 
= 6 + w')(p + 0’) + 29/(U +e + w')— 7/9 — 9! U 
1 


7) Ue w+ Pt ow’ 
w w 


(qo! — 7/0) + 9/0! 


et, pour ’exponentielle, 


Hur iT u+e Ua)! Hie 


, 2 
e Y eto" e < w =e ® eno! 


st /q 


On yoit done que la formule (17) peut aussi s’écrire ainsi 


evo’ (ute) — UT 
———— € = Vqrn La > 
G2) O59 03u coe gry_m 


=e Oy Oy Gad OSI aloo SCS 


on 
| 


(20) 


(21) 
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ou, sous la forme trigonométrique, 
. Ne 
ene" slut oy) = 
O20) Co. CG’. 

(19) d S*W O30 503U 


Sy oh oh coop (AMSEC sean Sees 


= es : Vqrm sin = (nu + me ) 
0) 2) i 


En groupant les termes dans la série (18), soit par rapport a 7, 


soit par rapport a m, puis passant a la forme trigonométrique, 


on peut encore écrire 


0) ae 


ENOTES CU 0i) = a5 


: it Vqisrt Vgqis-rt-1 
G20)’ GaP Cz,u 4 ) ~ I— Gg??? 1— q"t- 


_ ry (pane s ee 


W) fd \ 1 — GZ? 1— G72 


6 he Tee 
in— (nu+v)—g"” sin — (nu — 
a ) Z Bea ”) 


S) 
=e 2 
= — (8 PME 
169) 7 Te 0. 


I— 2g” Oj = gen 
(a) 


ue ( ! ) Mm oj} a ( 
n mv u Gg Sin Wt — 
7 2W ) 


sl 
ee . vg” 2 


a) 


TU 
i —2q” COS == a= Gp: 
Ww 


Les lettres n, m désignent ici tous les nombres impairs positifs. 
Les limites 4 considérer pour uw, 9 ou 2, ¢ sont les suivantes : 


LPaie aE ily noooencduooane | /q| et Ce 


Pour R(),R(G Joe —R(S) et +R(): 
tw tw tw tw 


Dans les séries (18) et (19) les deux arguments doivent, tous 
deux, satisfaire aux conditions imposées par ces limites. Dans les 
séries (20) et (22), argument w seul doit y satisfaire; dans les sé- 
ries (21) et (23), c’est au contraire le seul argument ¢ auquel ces 


conditions sont imposées. 


Troisiéme développement des fonctions de seconde espéce. 


Nous allons maintenant dans la série (9) changer seulement ¢ en 


t\/q, par conséquent ¢ en (y+ 0’). Et d’abord la fonction, qui 
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est au premier membre, se transforme ainsi 


: Qul(e+oy’) qu(e+o'’) 
CAC ak) Saaets WSC sO) ae eee 
o(ey+w')ou a Moivian 
qQuv 
o3(u+¢) Pcie 
53V0U 


Nous ferons disparaitre le dernier facteur en multiphiant le se- 
cond membre par s. Effectuant cette multiplication, laissant de 


eZ ut 4 si 1 
cété le facteur ae que nous rétablirons ensuite, changeant /? en 


gl, et modifiant la forme des deux premiéres fractions, nous trans- 
formerons ainsi le second membre (9) : 


I gv zB GOs g2n+l ¢2 ye GPO: Za2nAl ¢—2 
Bor n : 
et = Ope > a Lia en 
1 1 


— q?2n-1 t-2 


Mais on a évidemment 


ao 
gts OPE Zs g2n+i 72 = —— 12 
1— qt? | L— gil? ~ Get p 
1 1 


Il suit de la 


it GPL grn—l f2 Gian g—2n+-1 ¢—2 
(24) = =|; eS Qk 1— g2—1¢-2 )| 


5 Tv 
Sui ) == — gy2n—1 
Sot ee 7 sin ~(an Iu 


Fa TT I 27 
(OU) i ge = 
DOT ee Tee Ww TV 
Qin === — DG COS eS opto: 
2W Ww 
UT I ; 
of pee (2n—l)m( z2n—-1 2m __ =~—2N+1 f—-2mM 
(26) Sat s qd (4 t z t )| 
RE i 27 QV O18 
(95 = - > (2n—1)m sin — [(22 —1)u + 2mvp 
oT) 20 . TU oO) 1 2wW K ) | 
S10 —— 
2W 
rd I gmt2%mns m{—2m z-1 
(28) a oy E ag, et ( Z 2m z2 el 27 ~—2 
(DY | ea a rg Lg > t2 s 
aoe Se 
sin —— (2mv + uw) — g?” sin — (2mv — u) 
; Te I 27 2W 2W 
(29) = pli qm : 
DO aoe 10) TU 
sin — T— 297m 00S.—— SR OF e 
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Les lettres m, n désignent ici tous les nombres naturels positifs, 
depuis l’unité inclusivement. Les limites pour w, ¢ ou z, ¢ sont les 
suivantes : 


Bours |Z peeve teers ‘Z| et A 


Povurd|s| Soy ceases: lvq| et 


Pour R{ =.) Rey * —2R (35) et +aR(=), 
UW LW LW 

Pour R(4) oo Ar ee n(s) @l R(=.): 
tw LW LW 


Les deux arguments doivent satisfaire, tous deux, aux condi- 
tions imposées par ces limites, dans les séries (26) et (27). Dans 
les autres, les conditions sont imposées a un seul argument: wu, 
pour les séries (24) et (25), » pour les séries (28) et (2g). 


: 20 x u Vv 
Si, dans les séries (18) 4 (23), on remplace sa’ dm Par 


ou, mieux et plus simplement, si l’on remplace dans les seconds 
membres w par $, ces séries représentent alors la fonction 


J1(u+ 9) 5 (0) 
Soi site 


Si l’on fait le méme changement dans les séries (24) a (29), ces 
séries représentent alors 


Jo(u +?) 3, (0) 
; Se Tu 


Si nous prenons maintenant chacun des trois groupes de for- 
mules (9) a(15), (18) 4(23), (24) 4 (29), et que nous y chan- 
gions wen (w+) ou v en (y+), ou que nous fassions ces 
deux changements 4 la fois, nous aurons en tout douze groupes de 
formules, dont il est tout a fait inutile d’écrire les seconds mem- 
bres, les changements y étant évidents. Quant aux premiers mem- 
bres, si on les représente par les fonctions 3, on voit immédiate- 
ment les changements qu’ils éprouvent. II suffit de se rappeler les 
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formules (VII, 38 A) 


Jo(u+t)= 33u, Jol Ua 1) =m. SoU; 
y(u+i)= Au, S,(u+1)=—u, 
S2(u+!) =—Au, S.(u-+1) =—Jygu, 
sa(utt)= Bu, - S3(uti)= Du. 


Observons, en outre, que le groupe de formules (24) a(29), 
par l’échange de uw, », correspond en réalité 4 deux groupes diffé- 
rents, en sorte qu’on peut vraiment envisager seize groupes de for- 
mules, se dédutsant toutes immédiatement des précédentes. Fai- 
sant abstraction de ¢ ou mieux considérant cet argument comme 
une constante et, au contraire, w comme une variable, nous pouvons 
dire que chacun des seize groupes de formules donne le dévelop- 


pement d’une des seize fonctions aoe les indices a, 8 rece- 
vant les valeurs 0, 1, 2, 3. : 

~ Pour revenir aux fonctions ¢, on n’a qu’a recourir ensuite aux 
formules du Chapitre VII (VIL, 35, 41, 44), si on ne préfere le 
calcul direct par les formules du Chapitre VI (VI, 49). Voici un 
Tableau des seize fonctions. Elles y sont représentées en abrégé: 
la lettre a remplace (wu + ¢); la lettre o est omise, son indice seul 


est rappelé. Ainsi a signifie ¢(u +), dy, signifie ¢,(u + ¢), u et 
_ nw 

Uy signifient du et o,u; de plus ’exponentiellee ° , qui multi- 

ple chaque fonction, est omise. Enfin, comme le Tableau l’indique, 

quelques-unes sont multipliées par des facteurs composés avec les 

trois quantités suivantes, qui nous sont bien connues : 


U=cw'e ? 
jpn ” 2 
(Of fortis 2 3 


La premiére ligne renferme les quatre fonctions déja envisa- 
gées; la seconde celles qu’on a déduites par le changement de u 
en (w+); la troisiéme, par le changement de 9 en (y + w); 
la quatriéme par ces deux changements simultanés. 
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| 
a I a as a3 
say = | | = 
ue U2 uz 03 UL; | U3? 
! | 
i} } 
iv iw 
al are Si Ay 
aie e f U ay, é 0 Waar = 
An Ux” 
UU uz03 UU' wW,93 
(3o) ae : 
tT ravi | 
a a a» ieee 
ae @ AU) am ae BAU 
aA ea UP2 ~ 
UU" uses UU use, 
' iw iv 
T a U a pe ae 
— — | a GC AU eH BO NU ake 
U2 uw, U"? Us 0 7 - 
UU Uy V2 UU Uz Py 


Les développements que nous venons de trouver offrent de 
Pintérét dans nombre de leurs cas particuliers ; nous passerons en 
revue les principaux de ces cas, et nous commencerons par ceux 
dans lesquels le second argument ¢ est infiniment petit. 


Développement de Cu, de C(u+w’'), de pu, p'u, ete. 


Dans la formule (10), supposons ¢ infiniment petit; nous avons 


alors 


Nie 
; CIE 103) ec T TY HU 
Lo ® — —ecot a peer 


v—0 CoVGU 2W 2.0) ro) 


Les autres termes de la formule (10) ayant individuellement des 
limites finies, nous obtenons 


ao 


u ™ TU 27 QI an 5 OEE aE 
(31) Cu Bes cot > d sin . 


(oy 2W 2 ) ee wo 


I 


On démontre avec la plus grande facilité qwil est permis de 
différentier successivement les termes de cette série, pour les va- 
leurs de wu qui la rendent convergente : ce sont les mémes que pour 
la formule (10). 


426 PREMIERE PARTIE. — THEORIE. 


On a donc, par différentiation, 


| n Ten ae \2 GfHe nur 
pu = = = By = = OO§ === 5 
w 20 - 4 TU o) ee w 
sin? — 
20 
Q TU 
(32) 2COS — : 
, ne \E 2 ne Ve MAGE ines 
tea +2 ae, Sul > 
20 - ,ru wo Sap (0) 
sin ' 
20 


Ces déyeloppements sont valables sous la condition (11) 


=aR( 7) < R(35)<aR (2): 
LW LW LW 


\ 


On peut aussi écrire, au lieu de la formule (31), celle-ci 


Cr 

ee Se Ui gir F 

(33) —— = xrcotun+4n . —T _sinonur. 
iy 2 1— g2” 


Semblablement, de la formule (29), ot Von fait uo, 
ot. l’on remplace ensuite la lettre » par la lettre w, on tire 


eo 
1 U T RT g” - nut 
CDS) \ss Oe ES Be 2— = fe ain ) 
: w w i= GPY w 
1 
; oi) ™ \2 ng” nut 
(34) p(u+ ow’) + — =—2{ - —*— cos ——, 
) o) 1— qn o) 


™\3 mgr . nun 
p'(u+ ow’) =+2(* s elas Bas > 
0) I— gk w 


O18 ei 8, &.6 6 01,618, .0)) «ole. 9) # oNere se) (v.18 elule:e elise we/ea ele mien is)lulevatselels’ «eee 


Ces développements sont valables sous la condition 


-n(Z)<n(2)<0(2) 
tw LW tw 
On peut écrire aussi, au lieu de la premiére tormule (34), 


} 


a u Gi 
pe a eA Se eS 
(5) Suu = AG > =n sin2nuT. 
1 


puis 
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Sur la racine réelle de ’équation 3’ (4, 1/7) =o. 


En discutant, dans le Chapitre VII, la marche de la fonction 
S,, nous avons reconnu qu'il s’y présente deux cas trés différents 
quand q est une quantité purement imaginaire. La distinction de 
ces deux cas est fondée sur la considération des racines réelles x 
de l’équation 3S (4, iV) = 0, et nous avons annoncé (p. 287) 
que, dans le présent Chapitre, on trouverait démontrée l’existence 
Vune et d’une seule racine réelle, comprise entre zéro et lu- 
nité. C’est de la série (33) que nous allons tirer cette démonstra- 
lion. 

Prenant la dérivée, par rapport aw, dans les deux membres (33), 
faisant ensuite w= 4, puis observant que 3’ (4) est nul, nous obte- 


Op yecres 
: fa Gfew 


Mettons 7\/z au lieu de g, remplacons le premier membre par 


nons 


— 
ry 
ae 


ad 
wo 
wp 
— 
wl 
— 


zéro et développons la série; nous transformons ainsi |’équation 
dont il s’agit (VIII, 72) en cette autre 


56 2x2 Be hee I 


I+” I— x? I+ x 1— x* 8 


Quand # croit de zéro a lunité, chaque terme du premier 
membre croit constamment. Le premier membre, ow tous les 
termes sont additifs, croit done constamment de zéro a Vinfini; i 
passe une fois et une seule par la valeur numérique du second 
membre. C’est ce qu'il fallait prouver. 

Pour le calcul numérique de la racine w, la forme trouvée au 
Chapitre VIII est plus avantageuse. 


Développement de log cu et de log 7,u. 


On peut obtenir le développement de log ow en intégrant les 
deux membres de la formule (31), ce qui n’offre aucune difficulté : 
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la constante d’intégration se détermine aisément si Von observe 


(OVS TU , . x 
sin — se réduit a 
2W 


v 


que le quotient des deux fonctions ou et 


Punité pour v=o. On obtient de la sorte 


I— 


2 2 an cos 
7 U2 NOY 5 ew qd o) 
36) logcu= 22 loo (sin ——=, ||-=o 
Ee 20) Near 20 sad 1 — Gg?” n 
1 


2 = ( yng? I 
ete TU —)rg2h ao) 
39), los oj = ——=—— los cos 2 Z é 
/ ty 5 = 
2.0 2,0) Ui mi 2 fae nv 
1 


Intégrant de méme dans la premiére relation (34), nous obte- 
nons 


MTU 
2 2 epee e038 
1 UW? g w 
(38) log o3u = — 9) y Z = > 
: ‘ 2.) i Oan n 
1 
el aussi, apres avoir changé wu en (w+), 
NT Ut 
2 & ( 1)? 7 ae G08 Dv 
qu -- d 
(39) log o,u = 4 2 > q . 
20 Was IC nv 


Au leu d’invoquer l’intégration des séries, nous pouvons dé- 
montrer directement ces quatre derniéres formules. Pour établir 
la premiére, envisageons la série 4 double indice 


Sy g2nm z2n nr ) 
f=) = Vise ee area 
azzal n m \ 
1 
q 
En effet, si l’on suppose g et z remplacés par leurs valeurs absolues 
) pp q I P 


Elle est absolument convergente sous la condition |z| << 


et qu’on réunisse tous les termes ot r a une seule et méme va- 
leur, ces termes forment une progression géométrique, dont la 
somme est 


2n Opis 


a Diya kh n 6 Seek ee 
CDE GI a ons. Si naltae are arn 
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puis la série simple, oh maintenant n varie, est convergente 
Waprés Phypothése. 


La série /(z) étant reconnue absolument conyergente, on peut, 


sans changer la somme, y grouper les termes 4 volonté. En faisant 
le groupement dont il vient d’étre parlé, posant 


tT 
2 
Z= Car, 


et admettant qu’on ait, non seulement lEl<|z ; 


q|<|s|, on obtiendra 


mais encore 


NT Ul 
‘al Gem Oe G) . T \ 
(Go) a Se ear (4). 
1 


Groupons maintenant les termes ot, au contraire, l’indice m 
a une seule et méme valeur. La somme est 


ee — 


— log(1 = Op Ze Ne 
par conséquent 


m= 21 = © 
ACD =», log(1— g?2”2?) = — log i ; (1— Gg? 3?) 


That 


721 


Substituant cette expression de f(z) dans l’égalité précédente 
(40), nous aurons 


MTU es . 
gar a COS w [— g2™ 32)(,— g2m g-2 
2 v — log 1 d & 
4 1— g2 n te) i é (i= g2™)2 
1 t= 4 


D’aprés la quatriéme expression (XII, 22) de ¢w en produit, 
cette égalité peut s’écrire aussi 


Yu 

— cos = ae 

grr w I Sinem ee 
9 E = lor — 

aieare n 2) DYN nena 

' sy 
T 
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et c’est précisément la formule (36), qui est ainsi démontrée a 
nouveau, sans le secours de Vintégration. La formule (37) s’en dé- 
duit par le changement de u en (w+ w); on peut aussi la tirer du 
développement (XII, 19) de o,u en produit. Il en est autant des 
deux autres (38), (39) qui se trent des développements de o3u 
et ¢,u (XII, 17 et g). 

A peine est-il besoin d’ajouter que les conditions d’existence 
pour les formules (36) et (37) sont encore 


(1) —an(55)<R(55) <ak(S)> 
tw LW LW 


tandis que pour les deux autres, (38) et (3g), les conditions sont 
différentes 


(42) —R()<R (4) <R (5): 
Lo vw iw 


C’est ce qui résulte le plus nettement du second mode de dé- 
monstration. 


Développement des douze quotients 7,u: ogu. 


Les quotients formés avec les fonctions du, ¢,u, G,u, ¢3u se 
rencontrent fréquemment. Il est utile de consigner ici les formules 
qui s’y rapportent. On les obtient immédiatement, au nombre de 
douze, en supposant » = o dans celles des fonctions, mentionnées 
au Tableau (30), ot v est.affecté dun indice. 


areabreccr CC eCmiUTe minOicel treme 
Pour abréger l’écriture, nous mettrons partout la lettre a, au 


; TU an cel : ; ; alk 
lieu de So? Hous désignerons par m les nombres pairs positifs, 
par 7 les nombres impairs. 

Voici les douze formules, en suivant ordre du Tableau (30), 


lu par colonnes successives. Nous ajyoutons expression de chaque 


fonction par les quanlilés Vp u— €g, €n nous servant pour les 
constantes U de leurs expressions (VI, 48 et 49), et en employant 
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les formules d’addition des demi-périodes 
i UT TN Oe Oe ewe 
( 43) eS g ) ? 
2.0) Hh = Dy hs Wy 3 
2W 51, U Gee 2W 
es ee A 
SR a cola > ye py Sin ma Vue 
eo m7 
20 I u eon Gi : 2 oO 
seus ca tanga + 4 })(—1) PEEP T siaws = VP(uew)— ey; 


4 . ——_— sinna 
I— q” 


al 


iM 1) 2 nae ~ COS NA 


var = 
> a are 7, COS Na 


I Wt a 
: - 4 . 1 siInna 
sing ane 


n—l 


ean OS Na 


: iss! 
=f 
cosa | 4 Di We 


I Me ; 
5 4 .S 1 sin na 
s J aed ) - 


nm—1 


= WU he 
_in 
0 Ue * ou 
me WU on 
DBO hye 
x U"” Sila 
20) T3U 
Tcl 
iv 
ow U"e* onu 
a WOM “era 
20 Sou _ 
—™ Gu sina 
it 
MO Ue Peo ga 
wo UU" sue 
in 
SOULS etl 1 
= WI mae 
iv 


eo) Ure ==" oa 


hme UU cau 


I zal Sat ee 
4 . (—1) ? 1 cosna 
cosa eee /e 


aves 
I+ 4 cos ma 
I+ qd A 


; Vg" 


—— (Opes 


Cosma 


r+ 4 S(=1 


2W 


—V¥p(uro! l—e4 


== plu 


oy! ies 


2) —————_- 
= — Vex— plu +’), 


20 
= Vea= | pluto"), 


2 0) 


— Vpu-— es, 


2W) 


— Vp(u+ @) — e3) 


IAW 


WV pL a) — ex 


2h 
= Ver— p(u- + 0”) 


Ces formules ont une grande ressemblance avec celles qu’on a 


déja obtenues pour développer Cw et C(u + o’); nous transcrivons 


ici ces derniéres (31 


oe 
TCI 
vq" 


“ere 


, (34), avec les notations abrégées actuelles 


sin Mma, 


sinma. 
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Changeant, dans celles-ci, w en (w+) et retranchant les 
quatre égalités membre a membre, deux a deux, puis tenant compte 
de la formule d’addition pour les fonctions ¢(V, 16), on obtient 
d’autres séries analogues, qui s’expriment encore par les quanutés 


pu — eg, par exemple 


wW (e€,— e3) vpu—e, - »y Oe 


= pak 2 
T /pu— & Vpu— es Dt Tate 


Mais il n’y a aucune uulilé a reproduire ici toutes ces formules, 
que l’on peut retrouver aisément et qui n’offrent en réalité aucun 
élément nouveau. 

Des formules (43) on peut en déduire d’autres encore, se rap- 
prochant de celles qui donnent logs,u (36), ..., (39). On les ob- 
tient par voie d’intégration. C’est qu’en effet on peut exprimer en 
termes finis les intégrales des douze fonctions (43), comme le 
montre la formule suivante, facile a vérifier : 


Ve;— e3 Ve1— e3 Vpu—es 


oh arcsin ————_ > —__— = /e,— plu w'). 
du Vp u— @3 Vp u— é3 


Par des changements éyidents, on voit que les douze fonctions 


/ Pu ee Vp(u+ wg) — eg 


sont ainsi les dérivées de fonctions connues. On peut aussi, et 
c’est la méme chose au fond, exprimer les intégrales par des loge 
rithmes, comme on le voit par la relation 


1 ms oer 
on log (/pu €,.+ Ypu—e3)= : 


De cette derniére, on déduit, par exemple, 


2 j 3 ; Ge t-—cos7a@ 
log ( w sina |= 4 > — 5 ; 
™ Sr Gf me 


et, de la précédente, 


; ey—e m sir 
Pe pe a a Ver was +4> vgn nme 


Vpume, - It+qg” m 
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Ces deux formules, données ici comme exemple, sont parfaite- 
ment adaptées au cas ow le discriminant est positif et w réel. 


Développement des inverses des fonctions 7. 


Les fonctions du Tableau (30) contiennent deux arguments w, 
¢. Si Pon y remplace » par un multiple ou un sous-multiple de w, 
chacune de ces fonctions ne contient plus qu’un seul argument, et 
elle se trouve développée de diverses maniéres suivant qu’on 
prend une des six formes des séries ci-dessus. Ces six formes, au 
fond, se raménent a une seule, la forme en série a double indice. 

Les plus intéressants de ces développements sont ceux qu’on 
obtient en supposant y =— u ou v= tu. 

Nous étudierons d’abord quatre d’entre eux, se ramenant a un 
seul, le développement de la fonction 

ab 


e20 


———— el 


om 7) 


On Vobtient en supposant ¢ =— uw dans lune quelconque des 
quatre fonctions dénotées, au Tableau (30), comme il suit (la 
premiére devra étre changée de signe) : 


a ay a3 a2 


? ? ) 
uy UP; Uv; UN? 


Pour qu’on se rende bien compte de la diversité des formes sous 
lesquelles un méme développement peut apparaitre, écrivons ict 
les séries que l’on obtient en supposant ¢ = — yu dans les déve- 
loppements analogues a celui qui est dénoté (10). Pour abréger, 
nous emploierons encore les notations (43), que nous rappelons : 


a= —— 


ut = Wp Bp HO oH 
eo) 
20) ih), = Do fh 


‘ 


D’abord le développement {(10) lui-méme, en ayant égard a la 


formule 
I 


a 
COLG— Col — =—— —. ? 
sInd@ 
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nous donne 


We 
20 Ee? I sin(m—1)a—g™ sinma 
Gg) SE Sgn BO 
T™ OU sind SONOMA CON AL n> Of 


Dans le méme développement (10), si lon échange d’abord w 
ely, on obtient 
hut 
20 1 


(45) 20 E20 -ad9 a ae eee 
= 9g . 
: —T SU sing —2q" cos2a = q> 


Les deux développements analogues de la fonction dénotée — 


UP; 
donnent de méme 
qu 

20 e20 I sin(m —1)a-g™ sinma 
(46) Ye ed re ae - =—4 9" ( ) 1 , 

u sin ad Verte DI CC OS: Oni aie 

sere sin($m — 2)a—q’sin} ma 

GAs) j= 4 yi? gq” = q 2 


DED COSC ag aa 


f. s v, , a: 
Ceux (25) et (29) de la fonction dénotée a donnent encore 
; es = 


sin(z —1)@—q” sinna 
(48) fe= ayia" ) 


I— 29” cosa + g?”. 


> W2 i 2 = Saye th: 
(49) fu=—gS Vee m 1a q LC 


Le COS Na a Gane 


: Ay > ih : 
Enfin ceux de la fonction ao? qui s obuennent en supposant 
22 


¢=w —su dans (25) et (29), donnent de méme 


; ee 
(50) (Peay er sin(rm—1)a+ gq sin nia 
: ad D2 COSQ gar 


mL 
Sear a ee 


1— 2g’ cOs2a -— gm 


x 
seh 
I 


Ces huit développements d’une méme fonction se réduisent d’ail- 
leurs bien simplement a deux seulement, dés qu’on y met en éyi- 
dence la propriété 


(52) f(u+2w)=— flu). 
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Les deux séries (45) et (47) donnent ensemble la suivante : 


ad >) gin sin(n —2)a— q?” mee 


1— 29?" cos2za + g*” 


que lon cbtient également en ajyoutant membre a membre les éga- 
htés (48) et (50). De méme les deux séries (49) et (51) donnent 
celle-ci 


sin(m—1)a— g2™ sin(m—+1)a 
fu=—4 s gn ( ) g ( ) 


? 
Ge COs gene 


qui s’obtient aussi par l’addition des égalités (44) et (46). 

Pour avoir la série 4 double indice, qui seule est fondamentale, 
prenons, par exemple, la formule (26), en y mettant ¢2?= <~', ce 
qui correspond a » = — $u. Nous avons ainsi 


I » 
7fu —=—9% Gerad ie ( Z2n—1—m __ _z—2n+1+m 3 


etn, m désignent maintenant les nombres naturels 1, 2, 3, ... 
Mais cette série est susceptible de réduction si on lenvisage dans 
sa généralité: on peut vérifier aisément que les termes ot les ex- 
posants de z sont pairs se détruisent deux a deux, comme Il’exige 
la propriété (52). On doit donc donner a m seulement des valeurs 
prop 
yaires, et reprenant laconvention déja admise (7 impair et 7 pair 
| ) i J I ) 


on aura plus simplement 
~ Fu 5 ee (gn—m — Z-WmM), 
a 


Envisageons les termes ot l’exposant de z est un nombre impair 


positif N. Ceux qui proviennent de s”-” auront pour coefficient 


y ,Nm+m? 


—ig¢g . Ceux qui proviennent de z~”*” auront, au contraire, 


pour coefficient + Yg*"*”. En supposaut donc 
1D hy Bip By My gouy SP Se 


I ASA 
el tenant compte de ce que le changement de < en — reproduit fu, 


changée de signe, on pourra écrire 


I : : Sets E 
53 2 if aD) | pi oad | as Tay 
(93) oe 2 Se g8r4*( ) 


IN Open Ao OA ett eetsct ary) = OO 
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Telle est la forme vraiment fondamentale du développement. 
Voici maintenant la plus simple des réductions en série ordinaire ; 
on Vobtient en sommant les termes ot p a une méme valeur : 


Y = z—1 
=fu=—2 . —1)PqP'+P 5 
seh ( ) GI 1 — g?P 2? L— G72 o 2 


Nu 
Ge ao 
(54) 20 e2 I 4 . TU ( p gree? (t+ q?P) 
= + 4 sin — 1) 2 —— = 
u Um Ouey, ene © 20 : TU 5 
i —— 1 D823 E SC OS eee a 
2, WD (o>) 


Jacobi, en donnant, a la fin des Mundamenta nova, cette série, 
l’a mise encore sous une autre forme, qui s’obtient par le calcul 


suivant: 
4 sin2?a 2—2c0s2a 
1— 29°? cos2a+q'P  1—2qg?P cos2a+ q'P 
I (I— g?P 3 


qP g?P(1— 2qg?? cos2a + q"?) 


En multipliant les deux membres dans |’égalité precédente (54) 


. TU x a oy eee A 
par sin —, ona d’abord a mettre a part la série suivante 


1+ Si (Hye grr (a+ 9°?) 
1 


= DAL) ag is 9 OG acess 


il reste alors 


Niu 
2 2 a 2p)? 
2W € ‘ u ~~ P*—P({ + g2P <=. 2p )2 
(55) = a sin = ( 1p esenk lei 
TT ou 2,0 


5 TU ; 
UPS O/ IOS ae OPN! 
w 


i 


Ces développements (54) et (55) méritent d’étre comparés pour 
Pélégance a celui de Ja fonction S, elle-méme; ils mettent tout 
aussi bien en vue les propriétés relatives a l’addition des périodes, 
les racines de la fonction, et ne le cédent en rien pour la rapidité 
de la convergence, qui, au surplus, a évidemment lieu pour toutes 
les valeurs de w. 

En changeant, dans (54) et (55), w en (w+), on a les déve- 
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loppements de la fonction 


cee) mn U oyu 


[l nous faut maintenant changer uw en (uw -+ w’) pour obtenir le 


développement de l’inverse de ¢3 w. Prenons la série (53 ) 


I \ 
F(w) a Sees ei xe L)P g? PtP? (gh — Viale 


pour en déduire d’abord, en développant la premiére fraction, 
: 
aprés avoir mis sq’ au lieu de g, 


Séparons les termes ot 3 a l’exposant zéro. Le coefficient total 


Jae 4a (r-; 
deg ; = Ye : 


est, pour ces termes, 
>)" 


fi 
Les autres exposants de z sont pairs; soit m lun d’entre eux, 


positif. Le coefficient de s” est égal a 


m+ (2p+1)(m+1) +p? (r- 5)” eee) 
—¢? —Yieneg ag Yen 3 


™ est le méme, comme on le vérifie immédiatement, et 


celui de z 
comme cela doit étre eu égard a la parité de la fonction 


D’autre part, nous avons, d’aprés (53), 


a 
2wW e7 
oF (u) == — ——, 
Tw ou 
d’ot résulte 
que 
2 2W Ut er 
lites w)=— = 
L ( as UT 
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voici donc le développement cherché 


u? 

‘ (4) 
=—2 —I1)Pq 

Baa Soe 


(p—5) +"(p-5) 
=—3 Sig 1G" 5-?), 
DP Sug Dy By oeag SH C2e eon He OP addy. SECs 


Réunissant les termes ot p est partout le méme, on obtient 


id 
20) 


2wW Ut e 
UF Ga 


—2 S(- Kennan 1— g2(2p—1) 


TU 
1 — 2q2P-1 cos aS ane g?22p-1) 
w 


(58) 


Si, dans cette formule (58), on change uw en(u + w), on obtient 
alors le développement de la foncuon 


it nu 
2w e4% e2% 

5 Fae St 
(59) a Nae 


Développements a convergence rapide pour les fonctions 
de seconde espéce. 


Dans les dermiéres séries (54), (55), (58), que nous venons de 
former, c’est un fait digne de remarque que la convergence ait 
heu pour toutes les valeurs de la variable w, tandis que la série a 
double indice (53), dou elles proviennent, converge seulement 
pour des valeurs limitées de cette variable, marquées par les iné- 
galités (11). Nous avons déja rencontré une circonstance ana- 
logue, sans la signaler loutefois : si nous comparons, en effet, les 
deux séries suivant lesquelles est développée la fonction Cw, la 
série dénotée (31) dans le présent Chapitre, et celle qui porte 
le méme numéro (XII, 31) dans le précédent, nous deyons recon- 
naitre que l'une et l'autre proviennent de deux groupements diffé- 
rents, effectués dans Ja série, 8 double indice, 


1 u T TU ™ : 
COR SS gmp (gm — g—M), 
wW 2) 20 tw 


Hig =O Wey Oly cord JOS ily By Bq cocc 
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Celle-ci n’est convergente que sous condition (11), comme 
aussi la série trigonométique (31) de ce Chapitre; au contraire, 
la série (31) du Chapitre XII est toujours convergente. 

Mais les séries du dernier paragraphe présentent de plus la 
convergence rapide qui caractérise les séries 3: les exposants 
de g varient comme les carrés des termes d’une progression arith- 
méuque. C’est la une circonstance bien plus importante pour 
les applications. 

Pour peu qu’on observe 4 quel groupement des termes est di 
ce fait remarquable, on voit la possibilité de le reproduire dans 
la série générale (12), qui représente la fonction de seconde 
espéce, et, par conséquent, dans toutes celles qu’on en déduit. 
Soit la série 


m 
S= 2 CROAT ! aa ND SD te aye F110, 


-ot Von suppose 


lel<n lel<[2) yl<|- 


I 
g 


conditions sous lesquelles existe la convergence absolue. Prenons 
deux entiers posilifs arbitraires », v, premiers entre eux, et met- 
tons en évidence la différence un — ym =p. Nous allons réunir 
les termes de S, dans lesquels p est positif, et multiple de » plus k, 
k étant un des nombres o, 1, 2, ...,(%—1). Dans ces termes, 
ym est un multiple de u, moins k, ce que nous rappellerons en 
mettant m, au lieu de m. Soit S,% cette partie de la série S; elle 


compose la série 4 double indice, p, my, que voici : 
Z = + V2) 
ee Y772 j.) ame yt Pp Mk 


Dans cette derniére, faisons une premiére sommation par rap- 
port a p, qui prend les valeurs k, K+ yp, k+ 2p, .... Nous 
aurons alors 


1 1 
—my4(k + vm) —(k-+ ving) T 
Sx — ay. x zi aomk y- t— yam ’ Vin; == — k(mod p.). 
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Tous les termes de S ot p est positif sont fournis par la somme 
des séries analogues Sy, S,,.--, Sy_1- Quant aux termes ou p est 
négatif, on voit par l’échange des lettres qu ils sont reproduits 
par ceux de v autres séries S,, S,, ..., 5, analogues 


1 a 
; —np(h+ U.np) h+ (np) I 
S,= s ay “yn aes bt a F np =— h(mody). 


I— var 


Les nombres /# doivent parcourir la suite 1, 2, ..., y et non 0, 1, 
2, ...,(7—1), pour que les termes ot p est nul ne soient pas 
comptés deux fois. 

La série S est ainsi transformée de la maniére désirée : dans les _ 
séries So, Sj, ..., Sys, la partie principale de l’exposant de « 
croit une maniére comparable au nombre yr?, 7 étant le rang du 
terme; dans les autres S|,5S,,..., 5,, d’une maniére compa- 
rable au nombre p7?. 

Cette transformation s’applique immédiatement 4 la série (12), 
qui représente la fonction de seconde espéce. Il suffit de rem- 
placer par g*, et x,y par, 37, 2 “successivement ‘etepan 

te 

En effectuant cette transformation avec l’hypothése p= 1, v= 2, 
on obtient une série qui ensuite, par la supposition ¢? = 3~', con- 
duit immédiatement a celle (54) que nous ayons trouyée pour dé- 
velopper linyerse de ow. Nous nous contenterons de donner seu- 
lement le résultat de la transformation dans le cas le plus simple 
==1,¥=1. Ona une seule série S; et une seule Si, : 


aun wee ope (+1) gm+i y 
Sa “: NUS Wad eee ate 
eT - qin y I—aw"a 2 ? ’ 


ou, sous une forme plus symétrique, 


S= s arr gpm ym | : —I}- 
bale RUC 1 — ara 


Cette transformation, appliquée aux séries (12), (18), (26), 
donne les résultats suivants, ot nous employons les mémes 
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abréviations que dans les formules (43), et que nous rappelons : 


ut — ; 
ogee ; Ree 0: i iy My MOONE Oy stan meer 
20 2W TOS Dy Mey Wy coon DE Boreas Ch 
meee pS Qire 


| ow See), 


e Os os 
ede aie cota — cotb 


= 2 s J m> gm ¢m u I 
th 7 a. i m z2 u 


= 
Opie I—q 


(60) Ss a i \ u —:)] 
— GL t-2 f(a me 
= i> vq —— 6) —q™ sin[ ma +(m-—2)6b| 


I—2q™cos2b+ qg2™ 
sin m(a+b)—q™ sin[(m — 2)a+mb : 
t eae I¢ z eee) . 
US DOM COB DEL a= O/H 


_ oy URS? 
(61) 20 o(u-+¢) ape 
UP 5 aera 


la méme série ot les nombres pairs m 
sont changés en nombres impairs 7° 


Dey Sea p) ae I 
— — 


() ee 
T Of9.0U sing 


aot tar m-+1 ¢m g—(mn+1) f-—m 
(62) = Bs 5 [ vgn ( Z f Ae ) 
L 


(SQLS I— gz? 


= +1 ¢ —(n+1) z—n 
a= fqn ( ate Ss es = :) | 5 


lh OPO Ope t-2 


De ces formules, en faisant sur ¢ les mémes hypothéses que plus 


F Ty 
haut, on en tirera d’autres pour Cw, ..., 2» +++; parexemple : 
‘ op U 
2W yu 
| € u ) cota 
Tv Ww 
(63) 


~ [sinma — g™ sin(m —2)a et ae 
| == if : Gis is ( ) | Z sin Mma | > 
I—29g™ cos2a + gq?” I—q™ 


(64) = EC eo | 


foe —-—_. sin(n +1)a—g”sin(n —I)a ——_,, sinma 
= iV qnry eisy s Vgimimnrt) smargtee 


? 
[— 2g” cos2a-+ q?” I—q” 

20 61,UuU 

=e — cota 

Te (Seth 

(65) wm . A : 
4 . y2 J aa sin7a — q” sin ( = 2)a qi sinma 
= S —I Ge Pe . 
‘ 1 I DOO COS DOL Oe I+ gq” 


nest pas utile d’écrire ici toutes ces formules, que chacun 
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pourra aisément former au besoin. On peut remarquer encore les 
ox, - ce, ie - 
suivantes, avec treize analogues, qui s’obtiennent par la supposi 


tion ¢ = 
¥ ‘yt (1 — g2¥) sinava + 2g” sin2a cos2va 
4 Op? 
Re 1— 2g’ cos2a+ q?V 
2 
(66) PIO em ta si v est pail 
6 — e — 20 : 
Tc OtUu ? , 
=== 
oe 
I 20 ¢(2u) —+— : y : 
19 g@ @. si vy est Impair. 
\ UM ew 


gS grr sin(2p -+1)a — q? sin(2ap—va 


I— 2:9? COS2.a —— ger 


(67) ’ 
2W o3(2U) Le i 
SS eee et JOS Wy Dy By voog APSO « 
T O3;U0U sina 
Mais c’est surtout pour la supposition particuliére » = — u 
Pp 


que la transformation précédente est paruculiérement préparée, 
et nous allons examiner les formules qui s’y rapportent. 


Développement des inverses des produits formés 
avec deux fonctions ¢. 


Parmi les seize fonctions mentionnées au Tableau (30), il y ena 
quatre dont le numérateur est ¢(w—+-¢); elles deviennent nulles si 
Yon suppose e =—u; mais leurs dérivées reproduisent, pour 
¢ =— u, les invyerses des carrés des quatre fonctions o,7. Nous 
pouvons d’abord mentionner, pour ces fonctions, des développe- 
ments qui convergent seulement pour des valeurs de w limitées 
par les conditions (41) ou (42). Ainsi, dans la formule (10), en 
échangeant ¢, w, prenant la dérivée par rapport a e, puis suppo- 
sant ¢ —=— u, on obtient 


2 
De if cos (m — 2)a— g’ cosma 
Mies oe =— 4 ign “ 
(68 ) wf GEM sin?a@ I— 297" cOso a+ g2m 


me ay 4, 6, 


| 
Pos ™ : ; 
formule ot il suffit de changer a en (« tls 2) pour avoir le déve- 
2 


2 ne 
loppement de (22) eee On, 
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Semblablement, la formule (23) donne celle-ci 


yy a ee — cos(n —1)a— gq” cos(n +1) a 
a | a w® — f/f / : . 
(69) Tit ) sd ee I— 2g" cos2a + gq?” é 


<= is 
=H M5tdy Mh caer 


qu? 
U DO \e == x , , 
(=) =;~ e® . On formera, a volonté, les développements ana- 


logues pour les inverses des produits des fonctions ¢,u, deux a 
deux. Mais ce sontles formules (60), (61), (62) qui doivent four- 
nir les séries les plus remarquables. Prenant dans l’égalité (60) 
la dérivée par rapport a o, puis faisant ¢ = — 1, nous obtenons 


que 
Bw \2 I — I 
—_ Ce - 
™ o27u sin?a@ 


Seen ae eee 
=— 4 OPES — —m- ae = = 
(70) I— gs 2 I— qs? (Ia— qs 22 (1—q” 3?) 
— i 1 2m — g2m \2 
=—4 Var" m—i—(m+1)4¢ a (Ga— q?") 
I— 29g ¢0s2a +g? (— 29g” cosaa + g*!)2 


jas Oy Hp oe ac 


La méme série ot les nombres pairs m sont remplacés par les 
nombres impairs 7 donne le développement de la fonction 


t /2m\? £ ues 
(71) Tra ced > GO 
U?2\ x o2uU 


L’égalité (62) donne une série ressemblant beaucoup a celle 
(54) qui représente l’inverse de cu 


Nu 
20) I co & 
T CUO3U sina 
2 —_—; SZ St 
DY EF, —1)PVgP(P+1) , 
(7) =a PV I—qPz% i1—gqPz 
i yi p /qre+) peo Le : a 
== SID —I gP = 0108 
4 ames V7 I— 2g? cos2a+ g2P’ Upc < 


On voit que cette série reproduit effectivement la précédente 
(54) si ’on y change g en g?. Cette circonstance, que l’on s’ex- 


2 


| 
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plique par les expressions deo et ¢; en produits (XII, 17 et 22), 
sera étudiée dans la théorie de la ¢ransformation. Semblablement, 
le changement de g en — q échange entre eux 62 el 3 sans alté- 
rer ¢. On a donc immédiatement 


(Maal ek I+(—q)p 
=f4sina S = 2 p(p+1) : 7 
ou pa ) v9 LS (WP cos2a + q?P’ 


comme on peut aussi le rer de (62) par le changement de ¢ en 
(w — uw). Ce méme changement dans |’égalité (60) nous donne 


qe 
2W I oes 2 
ACM OULU Cue sIn2a 
(74) ¥ aA 
| = 4sin2a : (—1)2 V qin?) Math — 3 
‘ I—297" cosha-gqr 


yuis, dans l’égalité (61), ce méme changement fournit la série 
| ’ ’ 
—IT 


awe * U I ug arse ara Vas ayen 
(75) e® = 4) (—1)? Vg" : 


tz UU" o2uc3u I—2g?”" cosf4a+q*” 


Dans ces trois derniéres, on suppose toujours 
i Dl, On. B.008 imu is abe We ens iD hy Ds Dr cos 


Par le changement de uw en (w+), les formules (72) et (73) 
donnent les développements des inversesde ¢, uo. uet de d,u 33 U; 
les deux autres (74) et (75) se changent en elles-mémes. 


Développement des racines e, et des invariants. 


Reprenons le développement (32), obtenu pour représenter la 
fonction pw, en l’écrivant, suivant nos notations abrégées, 


a= —, B= e!4, WO Oy lly Wo. oo 9 JOS My Do Dy coos 


20 \2 n [ , mq" 
~- Dis) ee en a ee COS TIT 
T ) sin? @ Tae 


=—2 s mq P(g BM), 
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Développons maintenant les deux membres suivant les puis- 
sances ascendantes de uw; nous avons appris a former successive- 
ment les termes du développement (IV, 4) 


I : . 
Pils or + CgU2+ c3uU*+- c,uUo+.... 


. Ut 
Celui de = 
Sl 


gq? Connu dans les éléments de ’Analyse, s’en dé- 


a , 


. D . I IT , 
duit; car la fonction (~— — , ) est une dégénérescence de pa 
4 sin?a = 3 © } 


comme on I’a appris aux Chap. 1 et HI. On vérifie d’ailleurs immé- 
diatement que cette fonction satisfait a Pégalité 


fra=h fra—zs far sy; 


par conséquent, le développement de fa se déduit de celui de pa 
par la supposition g» = 4, g3 = +. 
T . A . n 4 va = 
Le terme en = disparait de lui-méme dans Végalité (76); les 


termes indépendants de u fournissent la relation 


he MU 
: 4 1 mq . a 
55 eer —— a A NS p. 
(77) oleae s 4 : 1— qm 4 mq 


Ce développement de 7 ne différe pas de celui (XH, 33) qu’on 
a obtenu au Chap. XII, malgré la dissemblance des formes; on 
s’en rend compte immédiatement au moyen de la série 4 double 
indice. Suivant l’analyse faite dans le Chapitre actuel, on peut 
varier, d’une infinité de maniéres, la forme en série ordinaire; par 


exemple, 


wl 


—, [m—(m—2)g" mq” 
ae : Va Syn \2 aaa fh 
(ig) I—q 


La méme observation s’applique a Loutes les séries qui vont 


rs 


suiyre; nous ne la répéterons pas. 
Prenant maintenant les termes en w?, wv‘, ... aux deux membres 
2 eres F res T = 
de l’égalité (76) et nous rappelant les expressions (IV, 4) des 
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coefficients Cy, C3, ..., MOUS avons successivement 


\ 4 3m 
| (20 £2 By =P! 4 AEE EET 4 Ss: m3 gmp, 
™ 20 19 Tit [h OPe 1.2 
\6 m 4 
2W\"° 3s 2 mq Me z S: msqmp, 
Try aS wey) ifs ee gene /A 
8 2 2 Tgm h 
20 Be oN ak ISG EEE so AE S mi gmp, 
T Deon = 438202 Sil 1— qi G6! 
(78) i ‘ Igqm 
2W\19 3828s Z re Ms pe Foe mi qm, 
T Do gies SPapagioltl 8! I—q™ 3! 
12 2 3 ll gm 
2W I EO IE &3 2.691 Z I Se i I milgmp, 
T BEM GE eaighy 36.53,52.13 10! I— q™ ee 
\ 14 or 2 2 A 13 gm A 
(28 8223 2 = 4 Ss eG es 4 Smog, 
Veer 20s Osa DOBSH 6 Fo Tl 12)! 1— gi Te 


et ainsi de suite. Malgré l’abondance de ces résultats, il ne parait 
pas qu’on puisse exprimer par de telles séries tous les produits ot ge 
ou het & seraient enters et positifs. En particulier, le discrimi- 


nant ne semble pas susceptible d’une expression analogue. C’est 
ici le lieu de rappeler lexpression trouvée pour ce discriminant 


(VIL, 47) 


i | 


)¥E=2%0)= Neon 


Ve) 


1 


2 


=e 
ng 


; (io Te HEL OSG 


Dans les développements (32) et (34) de p(w+ wo), pluto"), 


p(u+ ow’), faisons de méme : 


le premier terme nous donne les 


égalités suivantes, déja obtenues sous une autre forme (XII, 34, 


35, 36) : 


=~ (HW = 64 02) 
T* 


A 


(79) eemates wy?) see one 
\ 1 


Combinées avec la 


m q m 


aa RE 
i Ge 


ym 


YN 


relation (77), ces égalit 


7t ==—9) i OMe 


, 


és fournissent les ex- 
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pressions des racines e, : 


2w \2 0) ngrr 
a—x= 16 . ES 
T 9 [— gq?’ 


er CS) args BiG)! > ESN 3, 5, rt 5) 
T a 1+(— q)p’ P=!1, 2, 3h, rer. 
Ne, in Pq? 
(2 )a+5 = ee 


En prenant le terme suivant, ou bien en dérivant deux fois, 


puis faisant w= 0, on a encore, a cause de p!u=6p?u — +82) 


/ holies m 
2w \* 3qm 
ners 1 = mg 
(=P) Cet—te)—as—4 V(-y SE 
T eg 
MOV Np Mm 3 m 
(81) ( ) CA rt = ea 
Tv ast 1p (/E 
yO We ; magn 
(22) esta) == 5 EY. 
\ ae ee 


Combinées avec la premiére relation (78), ces derniéres four- 


nissent les développements de e?, e?, e?. On en déduit aussi les 


développements des rectangles e,, @2,..., carona 


1 9 
— 482 = 102+ €1 63+ €2€3 = 62 €3 — EF, 


Pour prendre encore le terme suivant, on doit observer les éga- 
lités ci-aprés : 


2 ' > 3 
Pl’ Wg = 12 eg (6e% — 3 $2) = 12 82a + 1883 = 6(8ex+ 3). 


On en conclut 


ee ~ a se 
(22) 6(8e} + g5)—16 =— 4 S(—) a 1— qe 
é \ 6 mig 
=A aan ae aN ist a7 ae 
( ) / (72) 6(8e3 + 23) Dat ie T—q" 
oO meV que 
| 2 i 6(8e3 = &3) = 4 ». ee . 
\ m5 Fane! Wal 


Ces derniéres égalités, avec la seconde (78), donnent les déve- 
loppements des trois cubes e3. On peut continuer et obtenir une 
infinité de déyeloppements analogues, sans qu’il paraisse exister 
de telles séries pour représenter toutes les puissances de €,, €2, 3. 
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Il y a lieu de faire une remarque sur les identités qui s’offrent 
ici. En ajoutant membre 4 membre les trois équations (81) 
(82), on obtient de nouveaux développements de gy et g3 
Mais les identités qui proviennent de la comparaison avec les dé- 
veloppements précédents, et celles qu’on aurait en poursuivant 


encore, sont toutes comprises dans celles-ci : 
fi eee 5 t ” 
4p(2u)=p(u+o)+p(ut+o’)+p(u+o')+pu, 


conséquence directe dune formule déja établie (VI, 53a), et qui 
se vérifie immédiatement par les développements (32, 34). 

Pour pouvoir aisément retrouver ici les formules propres a la 
notation ancienne des fonctions elliptiques, on doit se souvenir 
que l’on a, dans cette notation, 


a 5. €2— 63 >. C1— ea 
WY 64 — 63 = KS ke = > k2 = : . 


5 (Zi 


I 


Si donc on retranche membre 4 membre la premiére et la troi- 
siéme égalité (79), on obtient 


2 Koes q ag7 > 39° iy Pq? 
(SF )a1+9(-2 + 2E, may i i § aan 


Nous avons, d’autre part, 


(e;— e3 )? = &.— 3€3 = 2(e? + €3) — €3 = 3(6e? —4 2,+ 6e?2 


i 


Par conséquent, de la seconde égalité (81) et de la_pre- 
miere (78), nous concluons 


) 


Was tte \ fe / oe ae RS ae) SW ) 
(22) =1+16(-2, — a ee Oe ge 
T ea? f 104 Wiss) Te en) ba 


C’est sous cette forme que ces développements et les analogues 
se trouvent dans les Mundamenta nova de Jacobi. 


Sur chacune des formules que nous avons obtenues pour repré- 
senter les fonctions elliptiques, on peut répéter les mémes opé- 
rations; de la bien des formes différentes pour le développement 
des invariants. Envisageons les premiéres égalités fournies par 
la formule (59), développement de Vinverse de gu. Rappelons- 
nous que lon a (IX, 22) 


a) I u? Dy we 
csuU=U—- gv 2 
o2Fy aT) 
Deen) 3 ms 
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Le premier membre de cette formule (55) se développe done 
ainsi 


inf A y\2 T 2w\* £9 I TU) & 
+4o(—=ywo—5) + — ree 
8 \ 7 3 12 T 20 15 2.0) 


Pour développer de méme un _ terme quelconque du second 
membre dans la formule (55), nous avons 


I ia 2B P 
A—Bcos2za A—B Ge 


oe 4 B2 bs 2, B Ae 
eC} CA Beal 


De cette maniére, la formule (55) nous donne les suivantes : 


4 si vee 
(83 ) Sw — 3 =8 W(—vg ae (— q2P) > 
Ae T \2 T 2W\* £o I 1/34 ee I 
Hu + = i oa) Sey 
ja(a" 3) 12 as 15 6 \ ne 3 
h p(p+3) 2p ) 
<e) = Sita 
P= oF Pe 
2 hy Dy, , +n 


La premiére, (83), présente sous une nouvelle forme le déve- 
loppement, déja obtenu, de qw; la seconde, (84), fournit le 
développement du carré 7? @?. Mais la différentiation, par rapport 
ag, suggére un moyen différent pour obtenir ce Ay clompemens 
et d’autres analogues qui se peuvent turer encore de la for- 
mule (55). 

Prenons les équations différentielles (IX, 82) auxquelles satis- 
font les trois quantités nw, g20', 930%, et posons 


1) 


Ke 


2 i ; 
™* Tt Te 
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les équations différentielles acquiérent alors la forme suivante : 


aX 


eS = op). Oa, 
dlogg ; : 
ane ; 
8 —_—_ = XY — Lis 
(85) aleeg 8 12 
ao = inXZ—2Y?, 
\ dlogg 


Nous possédons les ‘développements (77) et (78) des quant- 
tés X, Y, Z; nous en pouvons déduire les développements de 
leurs dérivées. Par le moyen des équations (85) nous tirons de la 
(autres développements. Ainsi, suivant (77) et (78), 


s I 
es Pe : mq!P, is os he) (6), 
\ 8) F BY 
TiS ke, as MAGMP, (DMD, Dy 6 0.0% 
7. ‘ a ds qMmp 
L_=— — —— : m’ ; 
Baio) BEES} q 


Par la premiére équation (85), nous en concluons le dévelop- 
pement de X?, ou, sous une autre forme, l’identité 


ea i. O70 
TGP | == = TT GD |KO PUME s 
ec 2 ad 9 T2 


la seconde équation (85) donne, de méme, le développement 


de XY, ou Videntité 


. mg™P S m3 gmp = — S ino Be LT —— ee es mp 
y q q (30 12 160 me P)a : 


Les équations (78) et (85) fournissent une infinité d’identités 


analogues. 
Vv 


\ 


Développement des quantités /e,— eg, .... 


En supposant v=o dans les développements (56), (58), (59), ona 


2p)2 
ay um ——— Np qP(p-1) are 8): 
me AU) sez 1+ g?P 
iS a »X neon oas I-+ g®P-1 
(86) Tm UU) “" : 1 pgp? P=1,2,3,..., +0. 
rae 
ue — g2p=1 
2.0) Co NY aC =) 1 q?P 
cee ed 1+ g?p-! 
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A propos de ces développements, on se souviendra de la signi- 
fication des premiers membres (VI, 48) 


1 
5a 
ei Co ms q. a | are 
Teo wae a Veda Vita 3 
Y 
1 , ’ 
pill a) 
er Ss Vei—e ve g 
To = tence as 
U' Fo)! > 
it 
ee im =n" 
e% Saar Lr 
—_—e* - >= €g— €3 VY €;— 2 
We Sw” Vv Vv 


Comme les trois radicaux Ve, — eg reproduisent, a un facteur 
prés, les fonctions Sy, S,, 3S; d’argument zéro (VII, 46), ily ala 
des identités extrémement remarquables. 

Supposant maintenant w == o dans les développements (43), nous 
aurons 


9 1 
PROM AT Nees SS = mq” 
a — NA o) 
ie 7 e 4 2, ) I+ qn’ 
20 Tee: nq" | Wi = OD) Bho oxk 
(87) aye i—g” f peas. 
Z (= lie ey Wee.ceae 
; ET \ 2 foc 
(2° oye cme Cie 
. ere Ui ea eiGgyle 


Pour obtenir ces formules, on a pris, parmi les fonctions (43), 


celles qui s’évanouissent avec wu et ona égalé les parties prin- 
cipales de Vun et l’autre membre. Laissons de cété celles des 
fonctions (43) qui deviennent infinies pour w = 0, et prenons les 
-six qui restent. Nous en déduisons 


it —_ 
a0 Ue * = iti Vqr ; a 
er ih Ue eon? To. Pacer = Dale gel 
a n—1 Vqr 1 
20 U"e* os ; arg Ope any) Wide : _ hat wes ie 
(88) a UU’ aa ‘ x I) a Aa = I) 2 Ope. 


ik 


aretig n—1 mu 
2w Ue * = a ie ee ee 2 SS 
= a Oh OG I x L) 4 1+9" = iSi- I) gin = iS aa 3 e gq )rP ; 


~ = oe 9 fed <a re ‘ 
| i = Op thy (Sh sods (Op ie 5 8, Oy ons jv Hb, By Bh bao 
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On développe facilement aussi les logarithmes des différences 
(@, — eg) au moyen des séries indiquées pages 428 et 432; mais il 
n’y a pas lieu de s’arréter a ces développements qui n’ont recu jus- 
qu’a présent aucune application. Mentionnons seulement, a cause 
de sa grande élégance, le développement du logarithme du dis- 
criminant, en le tirant de la formule (IX, 66) 


m2 dlog Aw!? 


24 dlogg 


{Zo = 


Intégrant, aux deux membres, la formule (77) et déterminant 
la constante d’intégration par la relation (VIII, 47a), nous obte- 
cols i 2 Uy ’ 
nons 


~~ I q?P 


3 
Wi 2 = 1g — AN I : sy 
los eS he ?/ ereuiia ah a Bs Bey Fee 
(89) og ( ) cae ee head) ae yay: gee 


On parvient aussi aux développements (86), sous une autre 
forme apparente, par le moyen des formules (43). En supposant 


dans la premiére, u=+w, ona 
oO ( 1 pith ] Saw ra 
ae D5 éh a enue G(U— w ) ie ez G40 O1u ES és an 
L_ — 5 L — = . — —= =| 
; oma) Tw Ou Tu) U 
TT 
(Oh Ss wie. 
4 
36. I nl g?n n—l+mn 
(C0 ets ‘> low tee ee gan 4 yi Hg ae 


On aurait encore la méme formule en faisant la méme supposi- 
tion dans la seconde égalité (43). 


Dans la troisiéme égalité (43), supposons w= 4w/; nous aurons 


ad u ‘i mas st re 
; c(u—w') fy'w! 5 W) u I 
Th eh) T3U = — e'& - \ _— =e =; ah ee 
Tw oma) ou U' 
Tu) : U . : pee ny 
c=) sInnNa = -(e-na— ena) == sg * \i—= 94); 
4W 2, my 


ty VE yale 
(91) a p= 2 joo 


On obtient de méme, par la sixiéme égalité (43) ou encore par 


° 
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le changement de g en — q dans cette derniére (91), 


n—l 


(92) ep =o? 9) 


nn 


r 


Il est A remarquer que le développement (gr), 4 un facteur nu- 
mérique prés, se change en le premier développement (88) par 
le changement de g en g?. C’est une circonstance dont on se rend 
bien compte par les formules du Chapitre VIII (VII, 26 6 et 27), 
et dont nous parlerons encore dans la théorie de la transformation. 
On obtient encore les développements (87) et (88), mis sous une 
forme a convergence rapide, par le moyen des formules (71), (75) 
et de leurs analogues. Mais il n’est pas utile ici de s’y arréter. 
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CHAPITRE XIV. 


APPLICATIONS DE LA THEORIE GENERALE DES FONCTIONS A CELLE 
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Préambule. — Double périodicité. — Parallélogramme des périodes. — Intégra- 
tion le long d’un parallélogramme des périodes. — Décomposition en éléments 
simples. — Décomposition en facteurs. — Décomposition des fonctions de se- 
conde espéce. — Intégration dans l’étendue d’une période. — Théoréme de 
Liouville. — Fonctions de troisiéme espéce. — Séries doublement périodiques 
de troisiéme espéce. — Eléments simples et entiers de troisiéme espéce. — 
Elément simple et fractionnaire de troisiéme espéce. — Décomposition des 
fonctions de troisiéme espéce, ayant plus de racines que de poles. — Décom- 
position des fonctions de troisiéme espéce, ayant plus de poles que de racines. 
— Propriétés de l’élément simple, relativement au second argument. — Quel- 
ques formules relatives aux fonctions de troisiéme espéce. 


Préambule. 


Dans les Chapitres précédents, on a fait un usage exclusif des 
théories les plus élémentaires, ou, pour mieux dire, des théories 
anciennes de l’Analyse. Nous allons montrer maintenant les ap- 
plications simples et élégantes par lesquelles la théorie générale 
des fonctions, envisagée dans ses premiers éléments, jette un 
jour nouveau sur les fonctions elliptiques. 

Il faut, dans le présent Chapitre, admettre, comme bien connue 
du lecteur, la notion des fonctions entiéres (holomorphes) et des 
fonctions /ractionnaires (méromorphes) ('); celle aussi des inté- 
grales prises entre des limites imaginaires, avec le théoréme de 
Cauchy relatif 4 Pintégration d’une fonction fractionnaire le long 


(1) La formation étymologique des mots holomorphe et meromorphe préte a 
des critiques. C’est pourquoi on préfére ici les dénominations de fonction entiére 
et fractionnaire, dont le premier est déja généralement employé. 
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dun contour fermé. Deux propositions, dues a Cauchy, et 
qui, dans tous les Traités actuels d’Analyse, accompagnent ces 
notions générales, seront, en outre, employées et rappelées en leur 
heu. 

Nous allons @abord étudier les fonctions doublement pério- 
diques, en général, et reconnaitre qu’il n’en existe point d’autres 
que les fonctions elliptiques. Nous exposerons ensuite une théorie, 
‘toute nouvelle, de décomposition en éléments simples, due a 


M. Appell. 


Double périodicité. 


Jacobi, dans un Mémoire (*) de 1834, expose ainsi les premiers 
Bee de la double périodicité: 

« Supposons une fonction admettant deux ae qui ne 
puissent étre ramenées a une seule. Soient 2w, 20! ces périodes. 
En désignant par m, m’ des nombres entiers quelconques, positifs 
ou négatifs, on en conclut aussi la période 2mw + 2m'w’. 

» Ilest d’abord évident que les périodes 2 et 2! doivent étre 
incommensurables entre elles; car, si 2Q était leur plus grande 
commune mesure (en valeur absolue ou module), on pourrait poser 


OD == Oy i) = 1 O, 


met m' étant des nombres entiers, premiers entre eux. On pour- 
rait done déterminer deux autres entiers n, n’, de telle sorte qu’on 
ett 

mn —- mn’ =1. 
» Il en résulterait 


anw + an'w'= 2Q, 


et 2Q serait une période, a laquelle se raméneraient 2 et 2, 
qui en sont des multiples. 
» Le quotient des deux périodes, on vient de le voir, ne peut 


(1) De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis , etc. 
(Journal de Crelle, t. 13, p. 55, et Gesammelte Werke, t. I, p. 25). 
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étre commensurable. Il est aisé de reconnaitre aussi qu’i/ ne peut 
étre réel. Soient, en effet, 


eet ¢/ étant deux quantités réelles, incommensurables entre elles. 
On peut trouver des entiers m, m’, tels que 


me ms’ =" 
soit plus petit que toute quantité donnée (on le sait par la théorie 
des fractions continues ). Cela étant, 2¢”’Q sera une période, plus 
petite que toute quantité donnée, mais cependant différente de 
zéro. Ce qui ne se peut. » 

Cette impossibilité, affirmée sans preuve par Jacobi, résulte 
clairement d’une proposition empruntée a la théorie des fonctions, 
et se formulant ainsi: Les points, pour lesquels une fonction 
fractionnatre reprend une méme valeur, sont tsolés, st la fone- 
tion ne se réduit pas a une constante ('). 


Parallélogramme des périodes. 


Nous supposerons désormais que w et w’ soient deux quantités 
imaginaires quelconques, dont le rapport ne doit pas étre réel. 
C’est précisément, comme on I’a vu (p. 284), la condition néces- 
saire et suffisante pour qu’il existe des fonctions elliptiques admet- 
lant les périodes 20, 20’. 

Ainsi qu’on l’a déja fait observer (p. 284), on peut, sans res- 
wicuion, convenir de choisir d’une maniére déterminée le signe de 


Uy 
. ty W . . . = . 
la partie réelle de ome Ce signe change, en effet, si on intervertit 


w et wo’, Comme précédemment, nous choisirons le signe plus. 
Quand on représente sur le plan, comme il est d’usage pour 
les quantités imaginaires, les deux quantités 2w, 20’, la conven- 
tion, dont il vient d’étre parlé, se traduit fort simplement sur la 
figure. L’angle que la droite dirigée, représentant 2’, fait avec 


(*) Vour, par exemple, le Cours d’Analyse de l’Ecole Polytechnique, par 
M. C. Jordan, t. II, p. 314. L’énoncé ci-dessus est textuellement emprunté a cet 
Ouvrage. 
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la droite dirigée, représentant 2, est l’argument de a Par con- 
vention, ce a sa partie réelle positive ; 2 a donc sa partie imagi- 
oe as partie imagi 
naire positive. Le sinus de cet angle est donc positif, et langle lui- 
méme est compris entre zéro et une demi-circonférence. 
Soit @ une quanuté imaginaire quelconque. Considérons les 
quatre points qui représentent les quatre quantités 


(1) ad; G20, 4-30-90, a 90. 


Ce sont les sommets d’un parallélogramme. Supposons qu’un 
rayon vecteur pivote autour d’un point situé dans l’intérieur de 
ce parallélogramme, et que son extrémité en suive le contour dans 
le sens fixé par l’ordre qu’on vient d’assigner aux quatre sommets. 
Ce rayon vecteur tourne alors dans le sens posité/. Il tournerait, 


r 


‘ é net: : ’ Ge Ae € 
au contraire, dans le sens négatif si la partie réelle de =o, Stall 
W 
négative. 
’ e Gy n 2 Bae la ° 
Ce parallélogramme s’appelle parallélogramme des périodes. 
Nous allons envisager des intégrales prises le long de son con- 
tour. Le contour sera toujours supposé décrit dans le sens qu’on 
PP | 
vient d’indiquer. 
Aprés avoir tracé un parallélogramme des périodes, on peut 
p 5 if ) | 
prendre chacun de ses cétés pour cété d’un nouveau parallélo- 
gramme des périodes. En répétant cette opération, on partage le 
plan en une infinité de parallélogrammes égaux. Dans deux paral- 
lélogrammes différents, deux points homologues représentent 
5 ’ I 5 
deux quantités qui different seulement par une période. 


Intégration le long d’un parallélogramme des périodes. 
Soit f(z) une fonction fractionnaire que nous nous proposons 


d’intégrer le long d’un parallélogramme des périodes, ayant les 
sommets désignés ci-dessus (1). Posons 


f(u+ 20) — f(b) = 91(u), 
| f(u + 20')— fle) = 92(u). 


(2) 


Les quatre intégrales partielles, prises successivement suivant 
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les quatre cdtés du parallélogramme (1), sont les suivantes, comp- 
tées en ligne droite : 


a+20) 
ie iP J(u) du, 


“a 


a+20)+20)' a+ 20)’ 
x { LP @BY\YEL= if J(u+2w) du 


“a+2w a 
Ail +20) a+20)' 
= | o1(w) du +f J(u) du, 
Se Sale) 
a+20)’ ol 
Be fi Lh { J(u + 20') du 
a+2W+ 20)’ el PA) 
a+2W a+? 0) 
=— ex(u)du— fi J(u) du, 
EAT 4 bare / 
a a+-2' 
Ae i J(u) du=— i J(u) du. 
AA 2" a 


La somme de ces quatre intégrales se réduit, comme on voit, a 
celle des deux seules intégrales portant sur 9, et 3. 

Soit R la somme des résidus des péles de f(u), tntérieurs au 
parallélogramme; Vaprés le théoréme de Cauchy, 277R repré- 
sente l’intégrale totale (le sens de rotation étant positif). On a 
donc Végalité 


G20" a+20 
(3) ip aa(uydu— f G,(u) du = att. 
a 


SRE 


Cette relation (3) est la source des principales propriétés des 
fonctions doublement périodiques. 

Supposons J(u) doublement périodique. En ce cas, Y1 el Ds 
sont identiquement nulles; donc, d’aprés l’égalité (3), la somme 
des résidus des poles d’une fonction fractionnaire et double- 
ment périodique est nulle, ces poles étant pris dans un méme 
parallélogramme des périodes. Crest la propriété qu’on a 
lrouvée (p. 204) pour les fonctions ellipuques. 

Supposons 9, el» des constantes c, c’, en sorte que la fonction 
/(u), par Paddition des périodes, se reproduise augmentée des 
constantes c, c's les intégrales du premier membre, dans l’éga- 
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lité (3), sont alors 2cw! et 2c'w, et ’ona 
(4) cw’— cw =i R. 


Par exemple, la fonction ¢w est dans ce cas; ce sont alors 27 
et 27/ qui jouent le rdle de ¢ etc’. De plus, il y a un seul péle et 
son résidu est l’unité; de 1a provient la relation fondamentale 


qo’ —7iw = tin. 


Soit, plus généralement, une fonction 9(w) ayant, par analogie 
avec du, la propriété 


(5) o(u<F20) = o(ujeurh, 

5 

o(u+2w')= o(ujecurh, 

el que nous supposons fractionnaire. Sa dérivée logarithmique 
o'(u : : bat ; 
eu) sera une fonction se reproduisant par l’addition des pé- 
o(u) 

riodes, mais augmentée des constantes c, c’. De plus, la somme 
des résidus R sera égalea Vexcés m (positif ou négatil) du nombre 
des racines de 9(u) sur le nombre des péles a Vintérieur d’un 


parallélogramme des périodes, et Von aura, suivant (4), 
(6) cw’ — co =irm. 
Ainsi la propriété (5) ne peut avoir lieu que sous une condition 


. A T . 
ImMposee aux constantes : = (c w/—c' w) dott étre un nombre en- 
TT 


tier. On trouve encore cette condition de la maniére suivante : 
d’aprés (5), ona 


o( FS Gh Se 2,0)') 1 ( ae 2.) ) ECU 20) Fh’ = o( w)ecerh eC (U+20 +h’), 


En intervertissant w et w’, on aura une seconde expression de 
o(u + 20 + 2W’); elle devra coincider avec la précédente, puisque 
la fonction g est supposée uniforme. On aura donc 


E26 = E260", 


. ‘ yey . . . 
ce qui entraine la condition susdite. Mais, par cette voie, on n’ob- 
tient pas la signification si remarquable de Ventier m. 
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Décomposition en éiéments simples. 


Soit f(s) une fonction fractionnaire et doublement périodique. 
Prenons les fonctions elliptiques, de mémes périodes, et considé- 
rons le produit 


F(z) =f(4)[¢(« — u1) —C(4— u)]. 


C’est aussi une fonction fractionnaire et doublement pério- 
dique, comme chacun des deux facteurs. La somme des résidus 
de ses pdles est donc nulle. Evaluons ces résidus. 

Soit dabord s=¢ un péle de f(z), et supposons-le multiple 
d’ordre (s+-1). Prenons le développement de f(z) suivant les 


yuissances ascendantes de (z — vv), limité aux termes a exposants 
| ) p 
négatifs 

s!m 2m m l 
{(z) = (—1)s-! — ae : = aS 
: (4—)s+1 (s— 9) (4— 0)? b—? 


On a, d’autre part, 


—~=€(4—U)=C(u 0) + zi» ) pu e) 


+ ( pee E ps) (u—e)+....- 


Pour le second terme de F(z), savoir — f(z) G(s — w), le coef- 


ficient de (s—¢)~', c’est-a-dire le résidu p, se compose donc de 
la somme 


(7) p= lE(u— 9) + my p(u—¢) + mj p'(u — °) +... 4+ ms pS—-) (u— °). 


Il se trouve, dans la somme des résidus de F(z), autant de 
quantilés analogues o qu’il y ade pdles de f(z) dans un parallélo- 
gramme des périodes. Pour chacun d’eux, (s+ 1) est ordre de 
multiplicité. La somme des résidus du second terme de F(z) 
comprend ainsi la quantité Yo. Mais, en outre, il s’y trouve encore 
le résidu du pole du facteur — €(z — wz). Ce pdle peut étre con- 
sidéré comme étant z= u, et le résidu est —/(u). La somme 
totale des résidus de — f(z) ¢(s —.u) est done — f(u) + Zo. 

De méme, la somme des résidus du premier terme /(s) ¢(z—w,) 
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est f(u,) —Xo,, si on désigne par oe, la quantité o ot l’on rem- 
place wu par w,; on a done la relation 


f(u)— fl) = Bp — Zor. 


En considérant w comme seule variable, on peut représenter 
J(u.) — Xp, par une simple constante 8. Nous avons donc cette 
formule de décomposition en éléments simples pour toute fonc- 
tion f(u) fractionnaire et doublement périodique 


(8 ) f(@) =6+ Zo. 


C’est précisément la formule de décomposition établie au Cha- 
pitre VIT (p. 205) pour les fonctions rationnelles de pw et plu. 
Done toute fonction fractionnaure et doublement périodique est 
une fonction rationnelle de pu-et de p'u. 

L’analyse que nous venons d’employer est celle méme (a une 
petite modification pres) par laquelle M. Hermite a découvert la 
décomposition en éléments simples ('). 

Les fonctions fractionnaires qui, par l’addition des périodes, se 
reproduisent augmentées de quanut¢és constantes, s’expriment, 
elles aussi, par les fonctions elliptiques. Soit, en effet, /(w) une 
telle fonction, ayant les propriétés 


{ Jf(u+20 )—f(u) =e, 


S f(u+ 20')—f(u)=c'. 


I] est manifeste qu’on en peut déduire une fonction doublement 
périodique par l’addition du bindme au +A Cu, avec des coeffi- 
cients 2, A, convenablement choisis. On trouve ainsi la formule de 
décomposition suivante 


(10) f(u) = —.——_ u+6+%Xo, 


dans laquelle 9 a encore la forme précédente (7); mais, tandis que, 


pour les fonctions doublement périodiques, la somme XZ des ré- 


3 a ae a : , Cw’ — cw 
sidus doit étre nulle, ici elle doit étre égale 4 —__—. 
i] 


(') Note sur la théorie des fonctions elliptiques, ajoutée a la 6° édition du 
Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral de Lacroix. 
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Décomposition en facteurs. 


Au lieu de considérer les fonctions doublement périodiques, 
prenons les fonctions fractionnaires plus générales, qui jowissent 


de la propriété (5) 


© (2) = (we rece 


(11) 


o(u+ 2’) = o(ujecurh’, 


ar = g'(u) ° S sy Baer ht sf a 
SOlle (y= We cette fonction a les propriétés précédentes 
(g). Elle est done exprimable par la formule (10); mais tous ses 


poles sont simples et les résidus sont des nombres entiers, positifs 
ou négaufs, en sorte qu’on a 


! 


ey — er 
jay= 7 a u+B8+XUl0(u—-¢). 


De la résulte, par intégration, 


c 


atlas Ley 5 u 
(12) Cu) = eu aun ae T[o(u—e)|!. 


Les exposants / sont entiers, positifs ou négatifs, et lear somme 
- cw'— cw 2 , : Sea APRON 
reproduit — > Ge qui est conforme a la propriété déja recon- 

nue et exprimée par l’égalité (6). 

Les fonctions fracuonnaires, telles que o(w), ont été désignées 
par M. Hermite sous le nom de fonctions de troisiéme espéce. 
Les deux cas particuliers des fonctions doublement périodiques 
ordinaires ou de premiere espéce (c= C= hf 50 neiades 
fonctions de deuxtéme espéce (c =c'= 0) ont été spécialement 
envisagés ici; pour les premiéres, nous venons de retrouver la dé- 
composition en éléments simples; pour les secondes, cette décom- 
position a été déja étudiée au Chapitre VII. Pour les fonctions de 
troisiéme espéce, nous parlerons un peu plus loin de leur décom- 


position; mais, avant de poursuivre, nous devons nous arréter un 
instant sur les fonctions de seconde espéce. 
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Décomposition des fonctions de seconde espéce. 


Voici le procédé original par lequel M. Hermite a, pour la pre- 
miére fois, exposé la décomposition des fonctions de seconde 
espéce. Soit o(w) une telle fonction, ayant les propriétés 


(13) | p(u+ 20) = Olu), 


( O(U + 20’) = pou). 


Il existe un élément simple ®(w), ayant les mémes mulltiplica- 
teurs, 


elu + @) (Ge 


GaoUu 


(14) ®(u) = 


par un calcul facile, déja fait ici (p. 228), on trouve 


pages ee te eats a ee — U : / 
iro = nlogp’— ‘logy, ira=w' logu—w logy’. 


La propriété (13), appliquée a ®(w), entraine cette conséquence 


P(u— 20) = a P(u), 
U. 


P(u— 20’) = = P(u). 


1. 
\ 


Si lon prend donc le produit F(z) 
EG) => o(4)e(u— 2), 


on a composé ainsi une fonction de z, doublement périodique, 
dont la somme des résidus est nulle. En raisonnant comme on 
Ya fait dans V’avant-dernier paragraphe, on obtient la formule 
de décomposition telle qu’on l’a établie au Chapitre VII (p. 229). 


Intégration dans l’étendue d’une période. 
Soit une fonction fracuonnaire f(w), ayant la propriété 


(15) f(u+ 20)—f(u) =e; 
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nous considérons son intégrale rectiligne, prise dans étendue 


d’une période, a parur d’une origine quelconque ¢ : 


9+2W) 


(LOD ang P(9)= J(u) du. 


Par différentiation, on a, suivant la propriété supposée (15), 
#'(v) = f(y +2m)— flv) =e, 
en sorte qu’on doit conclure 
(17) ; C(O) == COS 40 


y étant une constante. Mais cette constante n’est pas entiérement 
indépendante de ¢. Soit, en effet, », une autre origine prise pour 
la méme intégrale. Considérons le parallélogramme dont les som- 
mets consécutifs sont 


9, P20; 07+ 20) 07, 


et prenons l’intégrale de f(z) le long de son contour et dans cet 
ordre. Soit 9 la somme des résidus des poles intérieurs; l’inté- 
grale totale sera égale a + 27zxp, suivant le sens de rotation qu’a- 
méne la disposition de la figure. Les deux intégrales partielles sui- 
vant les cétés (vy +2, %,+ 2w) el (1, %) ont pour somme 
c(;— ve), les deux autres sont ®(~) et — ®(¢,), en sorte qu’on a 


$(¢)— (4) = e(o — %) Fain. 


Si done ®(¢) est donné par Pégalité (17), on aura 


P(1) = cv, + Y = 2ttp = ey + Y. 

La quanuté y,—= y= 2¢7xo est donc, en réalité, non pas une 
constante, mais une fonction discontinue de 9; ses valeurs di- 
verses sont des constantes successives, qui changent brusquement 
quand le point », franchit une droite paralléle a la période 2w et 
contenant des pdles de /(w). 


Prenons comme exemple la fonction Cw, pour laquelle la con- 
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stante ¢ est égale 4 2%. Calculons d’abord une valeur particuliére 
de ®, comme il suit : 


W'+2W 


20) 
@(') = Cua f C(u+ w')du 
Jo 


Y yy 


2) 20) 
= [ C(u+ w')du + f C(u+w')du, 
i) ev 


10>) 


20) w Ww 
fe C(u+ w')du= [ C(20 + w’— u)du=2 70 + if C(w' —u)du, 
AY) = oa. 


0 
129) 
P(w') = 240 + i [S(u + w’)+ C(w'— w)| du 
v0 


= 27W + 27/0 = 27y(0 + w’)— It. 


Les poles de Gu ont tous l’unité pour résidu; on conclura done 
maintenant 


(18) P(o)=29(w + 0)--(2m+1)tT, 
expression générale de l’intégrale rectiligne 
9+20) 


2W) 
P(¢)= [ cudu= f C(u+)du. 
S74) 


vp 


La lettre m désigne le nombre des poles intérieurs au parallélo- 
eramme ww’, w+ 20, 9+ 2, ¢, ou ce nombre changé de signe, 


vi 


v9 —W p00 A 6 
: est positive ou negative. 


suivant que la partie réelle de 


Cette formule (18) comprend les analogues, qui ont été établies 
autrement a la fin du Chapitre VI (p. 200, 201). 

Si la fonction f(w) est périodique, la constante ¢ est nulle; en 
ce cas, toul ce qui a été dit pour y, s’applique a l’intégrale ®(¢) 
elle-méme. Tant que ¢ ne franchit pas les paralléles a la période, 
menées par les poles, Pintégrale reste constante. 


Théoréme de Liouville. 


Les éléments de la théorie générale des fonctions fournissent un 
autre moyen d’établir la théorie des fonctions doublement pério- 
diques et ouyrent une voie qui a été suivie par le célébre géométre 
Liouyille 4 la méme époque (environ 1844) dont sont datés les pre- 

I. 30 
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miers travaux de M. Hermite ('). Il suffira d’établir ici le théoréme 
qui sert de point de départ. 

D’aprés la théorie des fonctions, toute fonction entiére dont la 
valeur absolue (module) ne dépasse pas une limite donnée se 
rédutt a une constante. 

Voici la proposition de Liouville, qui s’en déduit: Toute fonc- 
tion entiére et doublement périodique se réduit a une con- 
stante. 

Une telle fonction, en effet, n’ayant aucun pdle, reste finie dans 
un parallélogramme des périodes, qui comprend une aire partout 
limitée. Dans cette aire, la valeur absolue de la fonction est donc 
limitée. Mais les valeurs que cetle fonction acquiert dans tout le 
plan sont toutes reproduites a V’intérieur du parallélogramme. La 
valeur absolue de la fonction est donc, pour tout le plan, limitée 
comme dans le parallélogramme, et la proposition en découle. 

Il est a peine nécessaire de remarquer que ce théoréme ré- 
sulte immédiatement de la décomposition (8) en éléments simples. 
Mais, pour l’apprécier comme il convient, on doit se rappeler le 
point de vue auquel se placait Liouville et montrer comment la 
décomposition peut, a son tour, s’en déduire. 

Prenons, a cet effet, une fonction fractionnaire /(w), ayant les 
propriétés 


( f(u+ 20 )—f(u) =e, 


(19) | f(e+ao')—f(u) =e. 


Composons la quantité Lp, qui figure dans la formule de décom- 
position (10). 

Cette quantité a, elle aussi, la propriété (19) de se reproduire 
augmentée de constantes , quand on change “en (u +2) ou 
(u-+ 20’). La méme propriété apparent aussi a la différence 
f(u) —- =o. Mais cette différence est une fonction entiére, en vertu 
de la composition de Yo. Sa dérivée est donc une fonction entiére 
et doublement périodique, c’est-d-dire une constante. Done 
J(u) — Xp est un bindme du premier degré. La formule (10) se 
trouve ainsi démontrée, sans qu’on ait eu besoin de recourir aux 


(‘) Sur les fonctions elliptiques, par M. J. Liouville (Journal de Mathéma- 
tiques pures et appliquées, 1™ série, t. XX, p. 203). 
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propositions fournies par l’intégration le long du contour d’un 
parallélogramme des périodes. Ces propositions, relatives aux 
sommes de résidus, découlent a leur tour de la formule (10). 

La méthode d’exposition qui résulte du théoréme de Liouville 
ne le céde en rien, comme on voit, a celle que nous avons in- 
diquée d’abord. Mais, il faut le reconnaitre, elle n’acquiert ce 
degré d’élégance et de simplicité que par l’intervention immediate 
de la formule de décomposition; elle donne immédiatement la 
preuve de cette formule, mais ce n’est pas elle qui l’a fait dé- 
couvrir. 


Fonctions de troisiéme espéce. 


Nous avons défini déja les fonctions fractionnaires, doublement 
périodiques et de troisiéme espéce, et donné leur forme géné- 
rale (12). Elles se composent d’une exponentielle du second degré 
et du produit de plusieurs fonctions o avec des exposants entiers, 
positifs ou négatifs. On peut les distinguer en deux groupes : 
1° celles ot il existe plus de fonctions ¢ en dénominateur qu’en 
numérateur; 2° celles ou, au contraire, il existe plus de fonc- 
tions ¢ en numérateur. Parmi ces derniéres se trouvent des fonc- 
tions entiéres. Les fonctions qui composent un groupe sont les 
inverses de celles qui composent l'autre groupe. 

Un premier mode de décomposition s’offre, de lui-méme, pour 
ces fonctions; on peut les écrire sous la forme 


o(u) = eXt+Bu o(u— 91)" o(u — 02 )M... U(u), 
en supposant les exposants entiers ™m,, m2, ... tous de méme 
signe, et Y(w) contenant autant de fonctions ¢ en numérateur 
qu’en dénominateur. Ce dernier facteur ¥(w) est alors une fonc- 
tion de seconde espéce, décomposable en une somme d’éléments 
simples, dont chacun content une fonction o seulement, tant en 
numérateur qu’en dénominateur. La fonction 9(w) est ainsi dé- 
composée en une somme de termes, dont chacun contient une 
seule fonction ¢ en numérateur ou en dénominateur, suivant 
que o(w) appartient au premier ou au second groupe. Mais ce 
mode de décomposition, qui peut étre parfois utile, présente l’in- 
convénient de n’étre pas entiérement déterminé : les facteurs qui 
composent 9(w): (uw) peuvent étre, en effet, choisis arbitraire- 
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ment parmi ceux de 9(w). De plus, ce mode de décomposition ne 
se préte pas a fournir le développement de o(w) en série. Nous 
adopterons donc, pour élément simple nouveau, une série dont la 
composition a été suggérée par l’examen attentif des séries S. 

Au Chapitre XIII, nous avons trouvé les développements de plu- 
sieurs fonctions de troisiéme espéce, les inverses des fonctions @, 
les inverses de leurs produits deux a deux. Ces développements et 
beaucoup d'autres analogues avaient été formés par M. Biehler 
dans une thése remarquable, dont on doit recommander |’étude ('). 
Mais c’est M. Appell qui, en créant le nouvel élément simple, 
a conduit cette partie de la théorie au plus haut degré de per- 


fection (?). 


Séries doublement périodiques de troisiéme espéce. 


Soient m un nombre réel et positif et q une quantité plus 
petite que Punité, en valeur absolue (module). Prenons, en outre, 
une fonction quelconque §(#) dune variable, et composons la 


double série 


T= 100: 
(20) W (a) = »y nn gmn(n—1) Q( a g2n \ 
v= — 0) 


ou n acquiert successivement toutes les valeurs entiéres, positives 
et négatives. Tout d’abord, en attribuant a x une valeur arbitraire, 
nous voyons que les divers arguments de 9, dams les termes de la 
série, constituent une double suite indéfinie 


L v : 
(Sats) Ota en) Sap i Ee) OS eet 


et que leurs valeurs extrémes sont, d’une part, infiniment grandes, 
de autre, infiniment petites. La convergence de la série dépendra 
donc de la nature de la fonction §(z) pour les valeurs infiniment 


grandes ou infiniment petites de s. 


(1) Sur les développements en series des fonctions doublement périodiques 
de troisiéme espéce; these par M. Ch. Biehler; Paris, Gauthier-Villars, 1879. 

(*) Sur les fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce, par M. P. 
Appell (Annales scientifiques de VEcole Normale supérieure, 3° série, t. 1, p. 135; 
Hell pen Oin blll pO). 
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Supposons que, pour ces valeurs de z, 4(<) reste finie ou, plus 
généralement, reste inférieure ou comparable a une puissance de s, 
d’exposant déterminé. S’il en est ainsi, la série (20) converge ef- 
fectivement; car, pour n=, l’influence du facteur 


2 MIL 
eee 


disparait devant celle du facteur g””, et les deux hypothéses, 
m posttif, g inférieur a Vunité en valeur absolue, assurent la 
convergence. 

La fonction W, définie de la sorte par la série (20), a évidem- 
ment une propriété fort simple, relative au changement de x en 
q? x. D’aprés sa définition, nous avons 


W ( q?x) == pe gin qin) ) (a q2nt2), 


Mais, changeant dans (20) nm en (n +1), altération permise 
puisque la sommation s’étend de —# 4-+ 0, nous avons aussi 


Wie) = 23 gmn+m qinn(n+t) O(xg2nr+2), 


Nous concluons donc 
(22) WE (G2) = ae UN GPA 


Le nombre m peut, sans moins de généralité, étre supposé en- 
tier, et nous ferons celte supposition. Si, en effet, m était frac- 
tionnaire, avec p pour dénominateur, on remplacerait x et g par 
xP et g?; le nouveau nombre m serait entier, et la fonction indé- 
terminée §(z) serait remplacée par 0(s?). 

Si, de plus, on suppose la fonction 4(2) uniforme, la fonction 
W (a) sera uniforme, elle aussi. 

A chaque point singulier x de la fonction (x) correspondent, 
pour (2), des points singuliers, en nombre illimité, formant 
une double suite (21). Chacun de ces derniers est de méme na- 
ture, pour W(x), que le point correspondant pour 4(x). Si nous 
supposons que les points singuliers de (x) soient tous des poles, 
ceux de W(x) seront aussi des pdles. Mais, comme ces derniers, 
dans leurs suites illimitées (21), convergent tous vers zéro ou vers 
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Vinfini, W(x) est V@une nature transcendante pour & infiniment 
petit ou infiniment grand; ce n’est pas une fonction fractionnaire. 
Toutefois cette singularité disparait, si, changeant la variable, on 
remplace x par une exponentielle. 
Soient donc 
imin— 0) iro" 
iC 5 Ga 6 


| 
( wie) = Yu). 


(23) 


A toute valeur de x correspond, pour u, une infinité de va- 
leurs, ayant la forme wy+ 2yw, ot y est un nombre entier, et a 
xq?" correspondent les valeurs uwp-+ 2vw + 2nw’. Ainsi chaque 
point singulier de §(z) donne lieu a un seul point singuler de 
(w) dans un parallélogramme des périodes. 

‘ 

Si done nous supposons que §(x) soit une fraction ration- 
nelle, la fonction Y(u) est une fonction fractionnaire ayant, 
dans chaque parallélogramme des périodes, des poles en nombre 
égal a celui des pdles de la fonction 4( x). Comme «x est une fonc- 
tion périodique de uw, a période 2, ¥(w) a cette méme période. 
L’addition de la seconde période donne aussi, d’aprés la propriété 

Vv - a f.2 , ~ , , ! 
(22) de W(x), une propriété simple. En résumé, Y(w) est une 
fonction doublement périodique de troisiéme espéce, et ’on a 


( $(u+ 2) = (uw), 


(24) 


TT 1 


| vCu + 20')= (—1)” one U(u). 


Ces relauions, comparées avec les relations générales (5), mon- 
trent que la quantité ste est égale a m, en sorte que, dans 
chaque parallélogramme des périodes, le nombre des racines 
de ¥(w) surpasse celui des pdles précisément de m. 

Avant @aller plus loin dans l'étude de la fonction (vz), il con- 
vient d’examiner les caractéres particuliers des fonctions de troi- 
siéme espéce qui ont les multiplicateurs de b(w). Les fonctions 


fracuonnaires (wz), qui vérifient les relations (11) 


o(u 36 2) ) = o( w)ecurh, 


o(U +20’) = o(u)ecurh’, 


CHAPITRE XIV. — FONGTIONS DE TROISIBME ESPRCE. Aj 
ont, comme nous l’avons reconnu, la forme générale 


ment 
- UP+-)5 Ue 
OCU) =a Cree 2te P 


rt , 
ew — €_6 


il o( Uae vy], 


5 =. 
tv 


Un calcul direct et sans aucune difficulté donne, en outre, les 
deux relations suivantes entre les constantes 


itily = h'w —hw'=-(e—c')ww' + in(w'—w) rd, 


imB = h'n —ho! + en! w —c'qw'+ in(y' —7)=/, 


en sorte que la connaissance des multiplicateurs entratne aussi 
celle de 8 et de Xdy, sans particulariser davantage la fonction 9(w). 

Pour U(w), h et h’ sont des multiples de cx, le premier pair, 
le second de méme parité que m, et nous pouvons les écrire sous 
la forme suivante 


h=2(m—k')ir, N= (2k-- m)iz, 
k' et k étant deux entiers arbitraires. Nous avons aussi 


min cw'— c'w é 
CeO" Ca ) zs = il =I 
w LT 


Il en résulte 
Llp =akw +2k'o’, 
mink 


B= 2kn + 2hk'7'+ — 
2W 


On voit qu'il n’y a aucune restriction sil’on suppose k = k'= 0, 
et l'on peut admettre comme forme générale des fonctions 9(u), 
ayant mémes multiplicateurs que ¥(u), la suivante : 


—m nu? + mite 


(20) 7 -¢( a) = Ge 20) 


o(u — a,)T(U— ap)... (U — Apem) 
G0 NG aes iE Op). 


avec la condition 


(26) A+ Ag+... + Apim= b+ b2+...+ Op. 


Par conséquent, en prenant trois constantes arbitraires P, P’, a, 


el composant la fonction 


ebie+P lee ( ih Aoaey 


4 
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on aura le type le plus général des fonctions fractionnaires de troi- 
siéme espéce, dans lesquelles l’excés du nombre des racines sur 
celui des pdles est égal a m. 


Eléments simples et entiers de troisiéme espéce. 


Dans la définition (20, 23) de (uw), figure une fonction ration- 
nelle arbitraire 4; mais cette fonction peut étre décomposée en 
éléments simples, en sorte que les diverses séries )(w) se réduisent 
4 des types distincts, en nombre limité. 

Tout d’abord se présentent les séries ot 4 est supposé un aoe 
nome entier. Considérons celles ot §(x) est réduit a1, x, 2?, 
ou x”—', Ce sont m fonctions entiéres différentes, et nous dési- 
gnerons par E,(w) celle qui correspond a l’hypothése OC hai 


Lf ae 2) 


ey 1) = » LINN GMN(N—Y+AN Ripert: (ita at 
r=— oc 


La liaison entre x et wu est, bien entendu, exprimée toujours par 
la relation (23). 

Si Pon remplagait 4(2) par une puissance de x, d’exposant 
supérieur a(m —1), on retrouverait l'une des fonctions précé- 
dentes. Effectivement, que l’on change, dans (27), nm en(n-+s), 
on aura 


E(u) = S LMNAVLMS qimnn—L+2n(r+ms) qmsis-2rs, 
E,. = = Dyers ( Ww) qmsis-+2rs 


Ainsi, dans la fonction générale ¢(w), la partie entiére de la 
fraction rationnelle quelconque § donne lieu simplement a une 
combinaison linéaire des fonctions E,(w), telle que 


(28) Ao Eg(u) + A, Ey (uw) +... + Amt Emi (u), 


ot les lettres \ désignent des constantes. Ces m termes sont d’ail- 
leurs bien distincts et linéairement indépendants; ils se distin- 
guent, en effet, par les exposants de x, qui, dans E,, sont des 
multiples de m, plus r. 

Ces séries ne sont pas nouvelles; elles reproduisent S, avec des 
arguments convenablement choisis. Prenons, en effet, la défi- 
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nition (VIII, 17) de S,, aprés y avoir changé g en g™. Nous pour- 
rons écrire 


mm 
= P: : 
—tzg * J1(9,; qi”) = s qimnn V(— B2)R, 


= elt, 


- 
a 


Comparons 4 cette série cette autre 


etal A uw) > qmnn-1) (am gq?" yr, 


et concluons a Videntité des deux premiers membres sous la con- 
dition 


a TOG, 
c’est-a-dire, pour les arguments w, ¢, 
(29) (20+1)o =m(u—w)+-2kw +2rw’, 


Sans insister autrement sur ce sujet, quise rattache a la théorie 
de la transformation, concluons seulement a la connaissance des 
racines de E,(w). Dans la fonction S, employée, g a été remplacé 
par g”, ce qui revient a conserver w et a remplacer w/ par mw. 
pmo 


Les racines 9 de 3, ont donc la forme générale p + p ) 


Ww 
vet »’ étant des entiers, et celles de E,(w), d’aprés (29), sont 
données par la formule 


2u-+I Df 
aye w + (2p! w'. 
me m 


iat 


On voit que (u 2s ») est une mime partie de période. 


er 
Chaque fonction E, a m racines, et les m? racines des m fonc- 


m+I 


tions, diminuées chacune de , reproduisent toutes les 


memes narties de périodes. 


Elément simple et fractionnaire de troisisme espéce. 


Prenons maintenant, pour 9, une fraction simple du premier 
degré, sous la forme 


CG 
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Faisons correspondre a la quantité vy un argument 9, comme vw 
correspond a x, et désignons par F(w,¢) la fonction particu- 
lidre U(w) ainsi déterminée 


iT (uw—w) im(e—) 


cae ay Pe gee w 3 
(30) Care 
F mn cg rinel(w—t) ee 
(w,¢) = = BLOG equ y- 
a= — © 


Pour le moment, nous considérons F(w, ¢) au point de vue de 
la seule variable uw. Ses poles sont donnés par la formule générale 


=P AS DIR > DIR CN: 


Cette valeur particuliére de wu rend infini, dans la série (30), le 
terme ot zr est égal a — kK’; le résidu de ce terme, qui est aussi le 
résidu de la fonction elle-méme, a pour valeur 


yinn gqmn(a—t) (n =—h'). 


Les poles ¢ + 24 ont pour résidu commun l’unité. 

Si Pon voulait supposer, pour @, une fraction simple du second, 
du troisicme degré, etc., on introduirait ainsi des fonctions qui 
s’exprimeraient linéairement par F et ses dérivées partielles prises 
relativement au second argument ¢. On a, par exemple, en déri- 
vant une fois, 


bse t=) 
/ im \2 / , ee 4 TG 
( ats S inn ginn(n-—1) 2 = oF -— ee F. 
\ Aes Lg? — y Ov 0) 

) 4 Nr —— i ) 


Decomposition des fonctions de troisisme espéce ayant 
plus de racines que de poles. 


D’aprés les derniers paragraphes, on voit que la fonction U(w), 
composée avec la fraction rationnelle 4 la plus générale, se dé- 
compose en deux parties, l’une entiére E(w), Vautre fraction- 
naire F'(w), 


(31) Y(u) = E(u) + F(u), 
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et que les expressions de ces deux parties sont les suivantes : 


E(w) = Xo Ey(u) + Ay Ey (uw) +... + m1 Emi (2), 
oe Fuj= > [ BoP ee) a. cae |. 


Vj 
Ov Dal OvP-1 


v 


Les coefficients 4, ..., R, ... sont indépendants de w, et, dans 
la seconde partie F(w), la sommation s’applique aux divers poles ¢, 
dont, pour chacun, p marque l’ordre de multiplicité. 

Cette méme formule (31) est propre a donner Vexpression 
de toute fonction 9(u) ayant mémes multiplicateurs que v(x), 
fonction dont Végalité (25) a fixé la nature. En effet, ayant une 
telle fonction 9(w), on pourra déterminer F(w) par la condition 
que o(w) —F(w) soit une fonction entiére. Il suffira, pour ce 
but, que les coefficients R, pour chaque pdle , soient ceux du 
développement de o(w) suivant les puissances ascendantes de 
(u— 9), comme il suit : 


(p —1)! Rp-4 3 (p—2)! Rp» : Ry % Ro 
(u—e)P (uw —)P=t “™" (u—op " u—y 


e(u) = 


La différence ¢(w) —F (uw), ne devenant plus infinie, est dés 
lors une fonction entiére, elle-méme de la forme (25), puisqu’elle 
a toujours les mémes mulltiplicateurs que o(w) et F(w). Comme 
elle n’a plus de pdles, la somme de ses racines est une période, 
zéro, si l’on veut (26). Ces racines sont au nombre de m, dans un 
parallélogramme des périodes, et, si l’on donne (m —1) de ces 
racines, la derniére se trouve fixée. Or on peut déterminer les 
rapports mutuels des m coefficients 4, dans E(w), de maniére 
que E(w) ait précisément ces (m —1) racines, et, par suite, aussi 
la derniére, en commun avec 9(w) — F(wz). Le rapport de cette 
fonction avec E(w) est doublement périodique (de premicre es- 
péce), puisque les mulliplicateurs sont respectivement les mémes 
pour Pune et pour l’autre. Mais ce rapport reste Loujours fini; 
c’est donc une constante. 

Sous une autre forme, on peut dire que toute fonction o(u % 
définie par Végalité (25), est développable en une série telle 
que v(u), la fonction rationnelle § étant convenablement 


chotste. 
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D’aprés une remarque déja faite (p. 471), toute fonction de troi- 
siéme espéce, ayant plus de racines que de pdles, se réduit au pro- 
duit de o(w-—+ a) par une exponentielle du second degré. Aussi, 
pour ces fonctions, la formule de décomposition subsiste, sauf 
changement de u en (w+ a) dans E et dans F, et sauf multiplica- 
tion de ces éléments par l’exponentielle. 


Décomposition des fonctions de troisiéme espéce ayant plus 
de poles que de racines. 


Les fonctions fractionnaires de troisi¢me espéce qui ont plus de 
poles que de racines sont les inverses de celles qui ont plus de 
racines que de poles. Une telle fonction ®(w) a donc pour forme 
générale 
I 

33 e(u)= e—Pu?—P'u ewes te 
( ) ( ) e(uta)’ 

ol o(w) est une quelconque (23) de celles qui ont les mémes mul- 
tiplicateurs que F (wu, ¢). 

Soit, pour abréger, 


(34) F(u +a, 9 + a) ePlut—o)+Pu—») = F(u, 9). 


Le produit ®(w) #(w,) est, par suite, une fonction fraction- 
naire de w, doublement périodique de premiére espéce. La somme 
de ses résidus dans un parallélogramme des périodes est donc. 
nulle. En supposant wu et ¢ représentés par des points intérieurs 
a un méme parallélogramme, on voit se reproduire ici l’analyse de 
M. Hermite, relative aux fonctions de premiére ou de seconde 
espéce, et on conclut 


Ow ‘ OwP-—! ? 


; pio) IF x oeait| F ) 
(35) ®(¢) > E (94/0) eB eee Sar | 


Ww 


car F(u, 9) a, comme F(u, ¢), le pole w= ¢ avec l’unité pour ré- 
sidu. 

Dans cette formule, 1 désigne successivement les divers péles 
de ®(y) a Vintérieur d'un parallélogramme des périodes conte- 
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nant ¢, et les coefficients R sont ceux du développement de ®(¢) 
autour du péle m: 


— Swi P| 
| ®(9) = Po ee 2 : one 
bt D yo — iw? Fier 
(36) ( 
: Ri eee Ry iP 
C2e) ve 


Ainsi, et c’est la une circonstance trés remarquable, la méme 
fonction F (uw, ¢), mais considérée au point de vue du second argu- 
ment, sert ici d’élément simple. Mais ce qui n’est pas moins digne 
de remarque, c’est que le second membre de la formule de décom- 
position (35), si l’on y mettait des coefficients R tout a fait arbi- 
traires, ne serait pas doublement périodique (de troisiéme espéce) 
comme ®(¢). Il convient de s’arréter un peu sur ce sujet. 

Si, pour composer la fonction , on avait mis dans son expres- 
sion (34), au lieu de la fonction fractionnaire F(u + a,» + a), 
Pune des fonctions enticres E,(uw-+ a@), la suite de Vanalyse se 
serait faite comme précédemment; mais le produit ®(w) ¥(u, ¢) 
n’aurait pas eu de pole provenant du facteur §, et, dans l’égalité 
(35), le premier membre edt été remplacé par zéro. Ainsi, soit 


(G7) E,(u-+ a) cbt + Pu ©,(u), P= iby 3005 (“O10 


Les coefficients de la formule de décomposition (35) satis- 
font a m équations, telles que 


S : : 
(38) SYERoSp(w) + Ri Op (w) He Rpt E(w] =o, 
Ww 
P= Oy tig, Coon (2 

C’est, en quelque sorte, une généralisation de la propriété spé- 
ciale aux fonctions doublement périodiques ordinaires, ou de 
premiére espéce, propriété consistant en ce que la somme des 
résidus Ry est nulle. 

Il reste encore a s’assurer que les m relations (38), qu’on vient 
de trouver, sont suffisantes pour rendre le second membre de la 
formule (35) doublement périodique de troisiéme espéce. Ceci 
nous améne a chercher l’effet de l’addition des périodes au second 
argument dans |’élément simple, et c’est la un des points les plus 


intéressants de cette théorie. 
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Propriétés de élément simple, relativement au second argument. 


D’aprés la définition (30), on voit que F(w, ¢) est une fonction 
fractionnaire de ¢, et qu'elle possede, dans chaque parallélo- 
gramme des périodes, un seul pole » = u+ 2kw + 2k'o!. 

Quoique E(u, 9) serve d’élément simple pour les fonctions 
de ¢, de troisiéme espéce, qui ont m poles de plus que de racines, 
ilest done certain que F'(w, ») n’est pas, elle-méme, une de ces 
fonctions, puisqu’elle a un seul pole. 

Posons, pour abréger, 


= = F( Ti) — fh Sy arn gna n—1) ue 
rgque—y’ 
et concluons 
(gay Ng nqgimn(n—1) IE 7 
WY d ) Vic | Z LEO UA We 


Comparons avec y” f(y), aprés avoir changé, dans /()’), n en 
(i=—1\3 


yt 


yn i ( y) — Ss gird) gi(n—1)(n—2) : 
ey, Le Z b] 


Ts meee 
GIS y, 


nous tirons de la 


rae , am g2in(n—1) _ ym 
(39) Mey) a Al p= gim(n—l) gm(n—1)(n—2) < 
NCES Wend s q eget aaa 
Mais on a identiquement 
am g2n—D yin 
a vgn ary, 
— (gs 2 yn ee a ( x ope 2 VIN — 2 ¢ ya G Gan? iii phil 8 


La différence (39) ne contient donc plus de partie fractionnaire 
et s’écrit ainsi 


AO Ei at nh.) 
= y Em—a(u) + y? En—2(u) +...+y"—-1 Ey (u) + y E(u). 
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Revenons maintenant a F(u, ¢) pour conclure 


miTv? 


I 
| F(u, ¢-+2w')=(—1)™e © F(u,¢) 


r=m—t1 5 
(m—r)itv 


tT teem ARs ; 
| += Mo Gnmre 8 E(u). 


70 
A cette relation il faut joindre aussi la relation évidente 
(41) F(u, o> +2w) = F(u, 0). 


Ces deux propriétés donnent lieu 4 deux propriétés analogues 
pour la fonction F(w, 9). Soient cu+ het clu +N’ les exposants 
des deux exponentielles qui constituent les multiplicateurs 
de ¥(u, »), considérée comme fonction de w; suivant la défini- 
tion (34) ona 

et Po(u+)+2P'o — ecuth, 


miT(u+a) 
(— 1)” e ® eb P w'(u+W')+ 2P'w' — ec'uth', 


I] résulte alors de la relation (41) cette analogue 


J(u, 9 + 20) 
: 2 — oP v2 —P(9 +2)? +P’ —P'(v4+2W) — e-cv—h, 


§ (w) 


en sorte que, pour l’addition de la premiére période al’un ou l’autre 
des arguments, on a les deux relations 
; F(u + 20, e)= F(u, p)ecurh, 

A 

2) 5 
ae §(u, 9 +20) = §F(u, v)e—ce-h, 
Semblablement, de la formule (40) on conclut le résultat de l’ad- 
dition de la seconde période au second argument, et l’on a les 
égalités 


1 $(u+2w',e)= F(u, vyecurl, 
F(u, 9 +20')= F(u, veel 
(43) aia eet (m—rjit(e+a) 


ane Er e— P(e +20')2?— Pp +20’) s (—1)"-"e @ Cu): 
w 
\ r=0 


Si, dans le second membre de Ja formule (35), on change ¢ en 
¢ +20, on voit, par la relation (42), que ce second membre se 
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reproduit, multiplié par e~¢’-*. Mais, si l’on y change v ene + 207, 

le second membre se reproduit, multiplié par e~°’’~”, et il s’aug- 

men teen outre de la quantité ci-aprés 
. (m—r)it(v+ta) 
uk =P 20 —P(o+20) WY Dg ay PS Rie = R Ag") 
ae ji eee?) é [Ro&r(m)+ Ri). (+... Rpt ( 

rw 
Pour que cette derniére soit nulle, quel que soit ¢, il faut et il suffit 
que les relations (38) aient lieu effectivement. 


Quelques formules relatives aux fonctions de troisiéme espéce. 


Parmi les séries qui résultent de ces décompositions, appliquées 
aux exemples les plus intéressants ou les plus utiles, on ena déja 
trouvé beaucoup, par une autre voie, dans le Chapitre XIII. Bor- 
nons-nous a considérer encore les développements de l’inverse 
de cu, élevé a diverses puissances. 

Suivant ce qui a été indiqué ‘précédemment (34), posons, en 
rappelant le nombre m par un indice, 


m(11uw?—ik wu) 
Sn jv) = Pee: ee ; 


et écrivons simplement 


(h') — >| 
Bye = a 0 
w=0 


Ouk 
D’aprés le développement de ou (p. 300), 


DY es &3 


ou> u— 


{ 5 I 5 
Ss oe —— ae Ee = 1g : — * 5” 
ov 2p) U oy ie oH Gip Gane 
u wee piv «2 F I = I ay $2 gi! 
c > rn = 
Poe 24 5 48 ears TB00 ee ufo) 


Donnons maintenant quelques détails destinés a faire mieux 
connaitre l’élément simple F(w, ¢). Nous considérerons seulement 
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le cas m==1; mais ce que nous allons dire peut étre élendu, saul 
quelques modifications faciles, aux autres cas. 

Dans le cas m =1, il ya une seule fonction entiére E(z), celle 
qui doit étre affectée de Vindice zéro, indice que nous pouvons 
supprimer. Elle différe seulement par un facteur de la fonction 3, 
et, par suite, de du. 

D’aprés la comparaison faite plus haut (p. 473) et suivant les 
formules du Chapitre VIL, on a, en effet, 


TT iv 


; LT vi mise u ! hh eS 1 —QNlie+iTtu 
(44) E(u) =—ie2%q ta (Noo SUG OG ee NOG 11 Commer 


L’élément simple fractonnaire, d’aprés sa nature, a la forme 
générale des fonctions 9(w) (25) et, n’ayant qu'un pole, il sera re- 
présenté par une expression telle que celle-ci 


Cy ry ot era > 
PACTS (0) FeO o(u oI gh Lae: 2W 
eli — 9) 


Mais on ne connait pas l'argument a, fonction transcendante 
fort compliquée, sans doute, de argument ¢. Nous allons exprimer 
F(uw, ¢) au moyen de diverses fonctions, dont chacune contiendra 
une seule variable. 

Les deux fonctions de u, F(u, ¢) et E(w), ont mémes multiplhi- 
cateurs; leur quotient est doublement périodique. Ce quouent 
n’a que deux péles simples ; en le décomposanten éléments simples, 
on aura donc 


(45) F(a, 0) are = E(u — 9) — (a) + HC). 


Il suffira, pour avoir l’expression de F (wu, ¢), de connaitre Y(v). 
C’est une fonction nouvelle, dont nous allons facilement trouver 
un développement. Mais remarquons, en passant, qu’on tre de la 


E(u, Ek F(a, ¢, i, 


ee a ea (uw—v+a)c To 


Cus(uU—P)FTaT(Y—aQ) 


Ue 31 
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Multipliant aux deux membres par 


» H(v2 —1?) HiT (u— ve) 
20) 


= — 
E(¢) os ; 
on conclut 
c({u—a)o(u—vta) awe Ria) F(a, ¢) E(u) 
e 20 = ) 5 : 
gac(u—v)c(v—a) reg E(a) 


C’est justement la formule que lon obtiendrait si l'on décom- 
posait le premier membre en éléments simples, par les méthodes 
données dans ce Chapitre, soit qu’on le considére comme fonction 
de uw, soit qu’on le considére comme fonction de ¢. 

Revenons a 4(¢). Pour obtenir son expression, déyeloppons les 
deux membres (45) suivant les puissances ascendantes de (wu — ¢). 
D’aprés la forme (30) de F(u, ¢), avec m =1, on trouve ainsi les 
deux premiers termes du développement, en réunissant, dans la 
série F, les termes qui répondent a deux valeurs de 7, égales et de 
signes contraires : 


eo 
E(¢ i} Te? Lt rT No gklar—n 
Fu, 0) +( dies |e Coe ea VM gna t Da) ae 
K( u ) Yo 0) re (0) ( 4eed = q2” 
il 


Les termes correspondants, dans le second membre (45), sont 


ee Cv +(e) ; 
en sorte que l’on a 
th Ts Trike Se 5 yi ite 
CAO) Nee s oa _ es = Ye eee sr > yore, 


Cette fonction entiére 4(¢), comme on le reconnatt sur cette 
expression (46) ou sur la formule (45), a la propriété suivante : 


viv +20') =b(9)+a7'4 — E(?). 


\ 


Pour ¢ = 0, la fonction s’évanouil et sa dérivée a une yaleur re- 
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marquable. On a, en effet 


. io) 

tw : ye 
U(o) = Te s (- 1)? qrin—t) ee ue 

WO isl fe 
1 


= mL (=F 92) 9g? 1-9") — 98 (i- g®)- g!2(1- @8)...| = 0, 


F ) 


rs t 2 =f vy #1 
¥(o)= 2 (2) Seo a ere 


1 


Kn prenant la dérivée, aux deux membres, par rapport a», dans 
la relation (45), puis faisant » =o, on en conclut 


Qie—itu 


TED: 20 ' =pu+v' (0). 


ou 


En ce cas particulier ¢ = 0, la nature transcendante des racines 


de F se montre avec netteté dans la formule (47). 


FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 


ERRATA. 


Page 177, ligne 12 en remontant, au lieu de &, lises ©. 
Page 239, a la fin du sommaire, ayoutes : Dégénérescence des fonctions ellip- 
liques. 

Page 253, ligne 12 en descendant, au lieu de &,, lises &,. 

» ligne 13 en descendant, au lieu de &,, lisez &.,,. 
Page 254, ligne 9g en remontant, au lieu de série, lises séries. 

iv tT 

Page 258, ligne 11 en descendant, au liew dee 4,lises—-e +. 
Page 393, ligne 5 en descendant, supprimes le n° (10). 
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